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第 一 章 “自由 粒子 的 波 函 数 ? 


§ 1， 波 和 粒子 的 联系 


一 个 具有 能 量 召 和 动量 p 的 粒子 能 以 如 下 方式 与 一 个 波 
Aexp[Lilk'x 一 wt)] 相 联系 (k — (2n /A) n HIER n Aw 


法 线 ). 
对 于 光量 子 
E-ho, p=hk ; [1. 1] 
关系 式 成 立 ， 它们 是 相对 论 性 不 变 式 . 此 外 还 有 关系 式 
Ik|=k= 电 ， qpiup- E. 
€ " 
n P [1. 2) 
k PL p TE 
根据 相对 论 性 质点 力学 , 我 们 有 公式 : 
EP m (ma 一 静 质量 )， ` [1.3] 
mc? mv 
E= per rr D= Jive ` [1. 4] 


其 中 , [L 3] 式 是 由 [1. 4136 8100, A838 22 M MR ZR 
dB 一 wdp， 或 (用 分 量 的 形式 ) we, [L5] 


© 1o 在 本 讲义 中 , 我 们 用 符号 a dE 1.05X 1071 JOE E, ZEE NORIS TCR 
站 ,这 个 重 通 常用 疡 来 表示 . ` 
1b 通常 将 略 去 积分 限 一 ce 和 十 co， 


我 们 也 能 从 [1. 3] 式 导出 [1. 4] 式 : 


EL DEEE E a 

' Op, opi 4 m?c? E 

2 gig p? cp mc 

er ge —5-1— A gry. [1. 6] 


er Pm 
,也 可 将 [1. 5] 式 和 [1. 6] 式 结合 起 来 而 给 出 关系 式 
(4/c*) EdE — p. dp 
德 布 罗 意 的 思想 是 : [1. 1] 式 对 于 实物 粒子 也 应 该 是 正确 的 ， 
但 在 实物 粒子 的 情况 中 , [1. 2] 式 必须 以 下 式 来 代替 


T 2, Mme O po mic? 
CR PES go ek E. u. 7] 


EAHIL. EAR 3]. X TOXE OR — 0) 来 说 ,我 们 又 得 到 
[1. 2] X, i 
将 [1. ARALL 5] 式 ,得 


[1. 8] 


p =22 


ks 
即 ， 粒 子 的 速度 = 粒子 所 联系 的 波 的 群 速度 ， 从 [1. 订 式 和 [1.6] 


a 


u- 9 -5. | [1. 9] 
BF oe, 所 以 v7 6, 


# 2， 波 函数 和 波动 方程 
a 平面波 的 天 加 ， 波 包 


D ERRPAR, BAE. — HRA 
. 2 a 


最 普遍 的 波 包 具有 如 下 形式 @ 
px, t)= [[[485, ka keyexpLilk -x —ot) dk. ds dis, [2.13 


式 中 现在 由 [1.7] 式 给 出 . 
这 一 波 函 数 节 满足 相对 论 性 标量 波动 方程 


(v-k$a)C ooo, — cm 


正如 将 [2. 1i 式 代入 [2.2] 式 会 看 到 的 那样 ， 由 于 [1. 71A, T 
波动 方舟 同样 被 满足 所 以 , 我 们 也 能 写 出 
: 


;—^ dk, dd. irre [2.3] 
1 


dx ot 
这 些 对 应 关系 ， 和 [1. 1] 式 一 起 , 给 出 时 间 和 空间 的 微分 算 符 与 经 
NE p 和 五 间 的 重要 联系 : 


PE "E 
UH c Pn ih ~E. [2. 4] 


这 些 关系 构成 经 典 力 学 量 与 波动 力学 算 符 间 转化 的 关键 . 
b， 过 渡 到 非 相 对 论 性 近似 
在 力学 中 ,对 于 vctc->co) 和 8 作 me 的 情况 ,我 们 有 


E "XN 3 
g VP mo me (1+4 Aat ) 
SH meth Ét) O E25 
HEL 7] 式 我 们 也 得 到 
LE. me Ryan 
o=7 eU t [2: 6] 


(rh E—me' ES, E47)» [2m), 我们 定义 


(D SW, W.Pauli, Lecture in Physics: Optics and the Theory of Elec- 
£ronsCM. I. T. Press, Cambridge, Mass. 1972). [rh iE ; j& jd ER A UE V. (1973 Æ 
版 ), 第 二 着 , 光学 和 电子 论 , WR, 人 民 教 育 出 版 社 出 版 , 一 一 中 译 者 福 ] 
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2m 
Hn 
o - mc leo, [2.8] 
$ü 
yes, t) — |[[aGexpCi -xot dk, [2.9] 
由 此 ， 
pix, ors muy. Ge, 6). [2.10] 
f&AE2. 2] 式 ,给 出 
viv qoi op L9 mew, 
So 
yy +i? 9p — =0 [2.11] 


除了 虚 系数 外 ， a 虚 系 数 保证 了 时 间 无 特 
殊 方 向 ; 在 t7» — t, "^ 的 变换 中 ， L2. 11] 式 为 不 变 式 . 因此 ， 
9*y 保持 不 变 仿 . 

今后 我 们 将 总 是 用 这 里 引进 的 带 靶 的 量 来 计算 ; 然而 ; 为 了 简 
化 , 将 省 去 “车 "的 符号 ，w 和 @ 两 个 量 只 相差 一 常数 ; 然而 , 这 不 
是 一 个 本 质 的 稚 别 , 因为 在 波动 力学 中 , 只 有 频率 差 才 是 重要 的 . 


8 3， 测 不 准 原理 . 
在 波 的 运动 学 中 ， 我 们 不 能 在 指 盟 波 的 位 置 的 同时 指明 精确 


Q 此 式 按 德 文 原本 写 出 ， 英 译本 中 ， REA n 实际 上 , 对 


eo Aap: 
于 非 相对 论 性 近似 ， cA fF co, 该 项 应 赂 去 ， 一 一 束 译 者 
多 ”以 后 我 们 将 看 到， ee et y. 而 只 是 几率 密度 vto 
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的 波长 . 的 确 , 人 们 只 能 对 限制 于 空间 局 部 区 域 的 波 包 的 情况 来 谈 
论 波 的 位 置 ， 当 波 包 变 得 更 集中 时 ， 包 含 在 健 里 叶 谱 中 的 不 同 的 
波长 的 数 且 增 加 ， 推 测 形式 为 Ak;Ax,> 常 数 的 关系 是 合理 的 , 我 
人 现在 要 定量 地 导出 这 一 关系 ， 为 了 简化 ， 我 们 只 对 一 维 情况 进 
行 计算 ; 可 直接 推广 到 三 维 情况 . 

我 们 考察 一 个 在 一 定时 刻 t 的 波 包 [2.1], JE e UC TRE Xl 25 E 
三 0。 如 在 全 里 叶 积 分 变换 中 所 要 求 的 ， 可 将 L2. 1] 式 写成 对 于 z 

是 对 称 的 形式 : l 


R [3.1] 


AG)- AE a [verp —ikzidz. . [8.2] 


由 于 这 些 公式 的 对 称 性 , 当 进 行 下 列 诸 代 换 时 
E 
A » k x —i 
所 有 的 方程 仍然 保持 其 正确 性. 此 外 , ER GE EH (Parseval) 
公式 成 立 


[3.3] 


N= [w*Gowcods = [a* (k) AG) dk. [3.4] 

a， 函 数 和 算 符 的 平均 值 ， 归 一 化 

对 于 一 个 归 一 化 的 波 包 , Bo X. 归 一 化 积分 六 等 于 1， -一 个 
无 限 广 延 的 平面 波 给 出 六 = co， 因 此 ， 它 不 能 被 归 一 化 ， 我 们 定 
叉 国 数 王 的 平均 值 等 于 下 列 诸 量 ; 
[FGov*cov cds | [raoa*ao Aa) 
[v*coscots ' [4*004008£ ` 
在 这 些 公式 中 , 量 4*# 和 4*4 具有 密度 的 意义 ， A, 将 更 好 地 
证 实 这 一 途 释 . l 


F(z)— 


今后 , 我 们 总 是 假定 , v CoL 4(8) 是 归 一 化 的 : 
F(z)= |F) ay)da, (3.5] 
Fk) = [ran 4* a) ACE) dk [3.6] 


利用 转化 关键 [2. 3] 式 @, 我 们 由 函数 ORRA FC 1(9/22)). 
如 何 构成 这 样 一 个 算 符 的 平均 值 , 即 ， 当 计算 平均 值 时 ， 让 它 作用 
在 什么 函数 上 ， 这 一 问题 只 能 通过 更 详尽 的 考虑 才能 决定 ， 其 结 
RO» 


Fa» - [veo tr(- i2): 9 Glas [3.7] 
F(z)= [4*0 EF(+ iz - ACE) ]di. [3. 87 


由 于 [3.3] 式 ,上 3.8] 式 是 13.7] 式 的 结 果 ， RI. tX ap 
二 多 项 式 的 情况 来 证 明 [3. 8] x 
1. F(z)—z. 


ge | | Aexp[ iks]dk 


JT | $*ádz- fal-i 3E) PLikz] a 
l1 


元 | 给 dk fy*expLiks]dz 


A* (k) KG a;)4co ae 


2. F(T)=w"。 此 处 的 证 明 是 类 似 的 , 只 是 包含 # 次 分 部 积分 .从 
而 ， 对 多 项 式 证 明了 [3. 8] 式 ， 志 不 难 对 整 函 数 证 明 这 一 公式 ( 利 
JR ff Bh BUS EM). 


Q XHBiRODI.31A.——'pWeEIE 
* é * 


b. 测 不 准 关系 

我 们 定义 

(br)'—(z-—z)' (SkY = (kh) [3.9] 
为 了 简单 起 见 , 令 Y 
—0 fu k-0, 
Pe AB 要 求 .利用 [3.74 和 [3. S 
同时 实行 分 部 积分 , 我 们 得 到 
9A* ðA 


2 - [4t | (zs AQ) |dk = +Í ak Aar, E3. 10] 
P- frol (po lasfan can 


现在 我 们 能 够 定 基地 确定 六 不 淮 关 系 ， 为 了 计算 可 -本 ,我 们 从 下 
列 不 等 式 着 于 mE 


p Eco 29 | 
e 
A E z 99" L3 Lost 420 3Y7 
=i aye 2g 12 人 et) 3. 2n 


由 此 , 并 利用 [3. 11], [3.5] RA 9 (00), 得 到 E 
o<|pcodz= -qu E. 


于 是 , 得 到 到 ,三 > ,或 ,更 普 记 地 , C G2 AM 
AN 三 十 VTS885 Av= +V (Om), Apz v (p), 
则 由 单纯 的 波动 学 定律 得 到 测 不 准 关系 : 
AkeN y. Apex 


[3. 12) KP fj 585 24 D-—0 时 才 通 用 ， 此 时 


d$ x 
E zm 
此 微分 方程 的 解 为 一 当 被 归 一 化 时 , 为 
pla) |£ ,exp[ 一 az2]; — [3.13] 
4z? 


了 于是， 具有 高 斯 分 布 的 波 包 与 最 小 测 不 准 性 相 联系 .这样 一 个 波 
包 的 频谱 分 析 给 出 仍 为 高 斯 分 布 的 频谱 ， 


A) —— Zet- ag? —ikæjds 《由 [3.2] 式 ) 


=- NEESI a(z TE) jazero- | 
VE die) 
AG) = | EL [3. 14] 
c. JE GPREFISD MS SE dE (070) | 


我 们 从 与 时 间 相关 形式 的 侍 里 叶 积 分 表示 着手 BIJA 
rp, kx» (kx-- ot), o 由 [2.7] 式 给 出 ): 


Gom [term Re. 


"VE de t)expLikz]dk, [3. 15] 


AG, 1) 2 AQO- ‘exp| 一 将 


=- SL Dexp[—ikbz]dz, — [3.16] 
| A(R, 4) [* LAG]. (3. 17] 


现在 我 们 选取 AQ 2o E RECS. 14]: 
"8 5 


用 
a 
nt E ESTATI 
fi 
A lp ED E NET 
fexel si iw dk = foxo -gE 2ixa) lae 
x expl az?) 2 2./azexp[ —az*], 

得 到 


2a 1 | 
pix, t) = NE. ELEANOR. exp[ —a(t)z?]. [3. 18] 


《对 于 £—0, 我 们 又 得 到 [3. 13 1X5, ) 十 是 


1 


ly (s, TENES x JiTGaMfsO! exp[ — (a4-a*)z*]; 


ere Cai] 7 P [3. 19] 
由 概率 论 我 们 得 知 高 斯 分 布 的 方差 
We)= ipc) = Bexp[ 一 Bz?] 意味 着 F 
由 此 , 我 们 得 到 
(and (ee) | 


1 
3H 


m 
同 理 ， 得 到 (Ak)*=a， 这 里 用 到 由 [3.14] 式 给 出 的 |4(8)|*, 
所 以 ， 


(Az)!— + FOOD [3. 20] 


AB 


运动 的 波 包 的 方差 随时 间 t 平方 地 增 大 , 这 不 仅 对 高 斯 分 布 成 立 ， 
它 也 是 普 己 正确 的 ， 与 [3.10] 式 相似 , 利用 A, t), 于 是 


二 _ [2A*(k, t) 0AQ, 1) q, [| 24S t) |? 
g- [240 0. 240 0 a, - [259 dk, [3.21] 


由 [3. 16] 式 我 们 看 到 


PAE erpi iP (S 9 iM aea) £3.22] 
所 以 ， 
O 8 4| dk 
0A* 2A | * 9A* 
-Pa m I nap 3k s 
m | [3.23] 


§ 4， 波 包 和 质点 力学 . 几率 密度 
RMS SR p KREE R k: p= Ak, 
9.0 —— 7 AQ, i) 


[4.1] 

9 i = 40 
Igtp, 1) |*dp— | ACE, t) |*d&. [4.2] 
则 [3,. 2], 3. 1 TfG[ 9. 4153 2 AFARA Rk f: 
gp) =r Oep] — Lo js [4.3] 
y(x) 7 perp ne jap, [4. 4] 

和 

[eco ras- (151421. 4.5] 


我 们 首先 注意 , 波 包 与 质点 力学 间 的 关系 只 能 是 统计 性 质 的 . 
一 种 测量 装置 定义 一 个 态 ， 对 于 一 个 在 时 刻 的 态 , ERR (x) 


* I0 9 


和 9(p) 是 已 知 的 。 然而, 这些 并 非 物理 上 可 测量 的 景 ; 我 们 只 能 
测定 在 z 和 z+dz 之 间 发 现 粒子 的 几率 不 (z)dz。 我 们 称 Wr) 
为 几率 密度 ; 我 们 可 以 用 它 来 居 述 波动 力学 的 基本 假设 : 

W(z)- (I, 
E « fiU x d dz: 之 间 的 几率 为 
W(z)dz; [4.6] 

l W(p-'eOnl*, 

在 ?和 Pp 十 dp 之 闻 的 几率 为 
、 W dg. [4. 7] 
我 们 可 用 这 些 落 数 将 期 待 值 写成 (与 [3. 5] 和 53. 6 式 对 比 ): 


Gy dGY».- [fiw zd, [4.8] 
F) = (9(P) Y= fo) W (p)dp. [4.9] 


引入 不 可 测量 的 量 上 和 多 的 原因 在 于 ， 这 些 量 遵 从 简单 的 数 

学 定律 , 特别 是 线性 到 加 原理 : 若 s Cr) ys(z) 代 表 可 能 的 坊 , M 

由 ciyi(z)+csps(z) 描 述 的 态 也 是 可 能 的 ， 另 一 方面 ， 几 率 GE 

如 光 强 府 ) 不 是 加 性 的 (交叉 项 ). CERURA FEA, 
波动 力学 实际 上 是 以 干涉 效应 的 观察 为 基础 的 . 

特别 值得 注意 的 是 理论 对 于 WA WPA B, 

当 进 行 下 列 代 换 时 , 所 有 的 公式 仍 保持 正确 : 

Do Um (4. 10] 

sz p ~i. 

对 称 的 完全 性 来 源 于 这 一 事实 : 作为 实 量 的 几率 并 不 由 于 取 其 偶 

KETKY, | 

“引入 直 观 图 象 而 破坏 这 一 对 称 性 的 任何 腾 测 都 不 用 夫 认真 

对 待 . * 爱 因 斯 坦 也 有 这 种 意见 ， 他 相信 这 种 统计 的 描述 的 确 应 该 ， 

1 . 11 . 


是 正确 的 , 但 并 不 完备 .然而 , 迄今 尚未 发 现 扩充 这 一 理论 的 可 能 
性 , 纵然 没有 给 出 扩充 这 一 理论 的 不 可 能 性 的 证 据 [A- 匡 . © 


$5. 测量 装 置 ， 几 个 例子 的 讨论 


我 们 车 考察 通过 光 盖 上 两 个 小 孔 的 粒子 流 , 则 我 们 发 现 , 在 光 
盖 后 面 发现 粒 子 的 几率 是 一 个 象 光学 中 那样 的 由 型 的 衍射 图 料 
《图 5. 1), 儿 率 的 干涉 与 强度 无 关 ， N, 与 粒子 流 的 密度 无 关 . 它 只 
取决 于 孔 的 位 置 ; 该 两 孔 和 它们 关联 的 波 函 数 | 
一 起 为 我 们 定义 了 一 -个 “ 坊 ”， 通 过 测定 粒子 的 n 
位 置 和 动量 ， 我 们 只 能 决定 由 实验 装置 所 确定 m) 
的 态 的 统计 性 质 ， 这 一 统计 描述 避免 了 波动 力 
学 和 质点 力学 间 的 矛盾 ; 然而 , 它 导致 了 作为 波 图 5.1 
动力 学 特征 的 测 不 准 性 ， 例如， 我 们 若 考 察 一 个 单个 的 自由 原子 
所 代表 的 “ 态 *, 则 我 们 发 现 , 这 个 态 被 位 置 或 动量 的 每 次 测量 所 完 
全 改变 ， 例 如 ， 若 我 们 测定 粒子 的 位 置 ， 则 在 此 过 程 中 将 传递 给 
粒子 一 个 不 可 确定 的 动量 ; 这 将 使 得 我 们 不 可 能 准确 地 预示 较 后 
时 刻 粒子 的 位 置 ， 虽然 能 通过 连续 测量 (把 经 典 力学 定律 应 用 于 
这 些 测量 ) 而 傅 来 愈 精 确 地 确定 天 体 轨道 (图 5. 2)， 然 而 对 基本 粒 
子 的 每 一 测量 ， 都 使 粒子 脱离 轨道 (图 5. 3); 即 ,先前 位 置 的 测量 


Ill 


外” 注 轰 [A-1] 一 [A-5] 见 附录 ， 
. 12 a : 


对 于 尔后 轨道 的 确定 是 无 用 的 . 
不 论 设想 一 些 什么 样 的 实验 装置 和 测量 ， 总 存在 一 个 由 海 森 
AB ILS HEAR C9. 12] 所 给 出 的 不 确定 性 : 


(p Cz 


(在 8 3 中 ， 这 一 关系 曾 完全 南 波 的 运动 学 导出 . ) 按 照 玻 尔 的 说 
法 , 若 两 个 量 ， 璧 如 p ox, 满足 一 个 测 不 准 关系 ， 则 称 读 二 量 是 
并 协 的 ， 例 如 , 吾 和 上 也 是 并 协 的 ， 

现在 我 们 要 通过 三 个 例子 来 表明 ， 实 际 上 测 不 准 关 系 是 怎样 
起 作用 的 ， 首 先 , 我 们 能 够 说 ， 即 使 对 一 个 单独 过 程 ， 能 晤 和 动量 
守恒 定律 在 目前 也 被 认为 在 实验 上 和 理论 上 都 是 牢固 地 确立 了 
Wu. EPE, 强度 对 干涉 现象 无 影响 也 是 确证 无 疑 的 . 
G。 例 1， 用 显微镜 测定 位 置 


从 显微镜 理论 中 我 们 知道 ， 用 显 
d 


微 镜 测定 位 置 时 必须 用 会 聚 光 (图 5. 
4)， 这 样 的 位 置 测定 的 精确 庶 极 限 由 ， 
Bf V IE SR AR PER HA 
À 
Ax^-———. : 
siné 图 5.4 


这 样 ， 只 要 让 4 很 小 , 在 原则 上 我 们 能 任意 精确 地 测定 >， 然 rm, 
我 们 必须 要 求 显微镜 经 典 地 起 作用 。 即 ， 我 们 必须 要 求 有 大 量 光 
T, 使 得 至 少 有 一 个 光子 必定 被 测量 对 象 所 散射 ; 于 是 , 我 们 能 用 
宏观 方法 (眼睛 , 赔 相 片 ， 等) 观察 到 这 个 光子 ， 址 恨 的 是 ， 因 为 不 
拆毁 显微镜 我 们 就 不 能 确定 光 了 在 显微镜 中 走 有 娜 条 路 程 , 所 以 , 由 
- 于 散射 ， 传 递 给 测量 对 象 一 个 不 确定 的 动量 。 对 光子 有 用 的 区 域 
包含 在 < 角 中 .由 此 , 利用 


得 出 动量 的 不 确定 量 为 
Np sin e, 


而 且 , 实际 上 
"*Ap,s Arch 

RN. 
b. 92: 应 用 多 普 勒 效应 测定 动量 

我 们 令 有 限 长 度 工 的 光波 列 射 向 欲 测 定 其 速 诬 wz 的 粒子 {图 
5. 5), if; H., 该 波 列 将 包含 那样 多 的 光子 ， 以 致 其 中 必定 有 一 个 光 
子 被 粒子 所 散射 ， 我 们 设想 , 该 光子 沿 负 2 方向 接近 粒子 , 并 沿 正 
方向 被 散射 ， 对 此 情况 ， 我 们 来 建立 碰 擅 前 后 能 量 和 动量 的 
平衡 : 


Vs ` hy z 
B 5.5 
动量 一 学 T Be -2 +p Pz ep, M e [5.1] 
能 量 h»-E—hv RE, 太一 到 十 如 一 各， L5. 2] 
应 用 普遍 关系 (即使 在 相对 论 性 理论 中 也 成 立 ) 
dE 3R, 
dp, apr D 3] 
dy 9p; 2 
| rre c 2p, L5. 4] 
由 于 > 已 给 定 , 5. 1] 式 对 Pp; 的 导数 为 
9p. ， h 0v! 2 
AA T [5.5] 


”将 此 结果 代 和 人 [5. A1, 得 到 
= 14* | 


用 a R) 


yf, NL, | 
(1-5 )-v,- v. [5. 6] 


| Av —(ov'[0p.) - Ap, 
将 上 式 用 不 确定 量 写 出 ， Vidi 


或 


利用 


håv' = e LAB ~ (0, — v, )Ape: [5. T] 


该 波 列 在 一 有 c 也 内 通过 粒子 ; 由 于 相互 作用 时 间 的 限制 , 引 
起 v 的 一 个 不 确定 量 史 


Av. 


从 而 ， 


Ap ~ [5. 8] 


RE M 
(9z 一 bx) 了 
位 置 的 不 确定 量 起 因 于 : 闲 为 不 师 坏 测量 动量 的 装置 ， 我 们 就 不 
能 确定 在 时 间 沁 也 下 中 何 时 粒子 改变 
其 速度 ; 
Az (9,— px)T, 18.9] 
与 [5. 8] 式 一 起 , 给 出 
Az-Ap,--h. 

这 是 我 们 曾 得 到 过 的 结果 . 
c. 例 3， 光 的 相干 性 

我 们 考察 光 射 到 具有 汉 孔 的 光孝 
上 的 衍射 实验 (图 5.6)， 为 了 发 生 干 图 5.6 


Q 这 一 公式 可 根据 , 例如 ， BU E (S IR GU A IB E AP VEI REN, 而 且 , 它 与 能 县 
的 测 不 淮 关系 AE.At~ 是 等 同 的 


e 15 > 


涉 现象 ， 经 典 波动 理论 要 求 光 的 相干 性 ， 当 我 们 用 量子 力学 观点 
考察 这 一 过 程 , 并 双 单 个 发 光 原子 作为 光源 时 , 情况 是 怎样 呢 ? 
屏 上 的 干涉 图 样 是 一 系列 的 明暗 带 , 它们 取决 于 光 程 差 
D-P (p, Añ). 5. 10) 


TTE RB og ^ AR SERSOCCT TESORO CH) EBSWS 7-30, 30 
么 ， 例 如 通过 测定 原子 的 反 冲 动量 我 们 就 能 做 到 这 一 点 .为 此 是 
的 , 我们 必须 对 原子 在 x* 方 各 上 的 动 曲 了解 到 粮 确 度 : 


Ap. 2) sint. [5. 11] 


由 于 原子 的 波 性 , 这 意味 着 位 置 的 不 确定 性 


h 1、 4 _ AÀA : : 
Ar y Ap 2 Zhsn8/2 singz [512] 


就 我 们 所 知 , 1C o. IS) FERERE T Dr RE A. bet, 光 程 差 为 


D = (A-A Ta), l [5. 13] 
而 且 有 
1 25 8 
D—D = sing AZ。 [5. 14] 


这 意味 着 ， 一 伐 我 们 确定 了 光子 通过 哪 一 个 孔 ，:*F 涉 图 样 就 将 消 
k. 调 不 淮 关 系 始 终 防 止 波 和 粒子 材 述 闻 的 不 盾 . 


$ 6， 经 典 统计 学 和 量子 统计 学 


在 经 典 力学 中 , 我 们 可 以 说 , fefe - T JUS Wp, s), h 
Jb, 通过 积分 , 我 们 得 到 


wiy-wi oer, Wz)=] Wp, nds — ce) 


然而 , RPW oW Go) gom Eau Ee, p — pe 5538 9 nod d: 


» I6 = 


fw. cjàpás- 1, 3% [Wide [manáp-i. | 


就 这 点 来 说 , 测量 意味 着 几率 的 约 化 , 即 , W (p, XY) 分 解 为 代表 子 系 
的 儿 部 分 , 这 些 子 系 的 几率 是 加 性 的 ; 
Wíp,2)—g)Wi(p,z)-g4W,(p, 2$) (0<g<1), 
当然 ， 世 有 
W(p)}=giW1(p) + g:WiCp), 
W()-gW,G)4 gi.) 
在 经 典 力学 中 ， 我 们 能 继续 这 一 分 解 ， 直 至 辨认 出 x 了 分 别 位 于 
间隔 (z,z 十 Ax) 和 (p,p 十 Ap) 中 为 止 ， 在 此 和 情况 中 ,我 们 得 到 最 简 
单 的 分 布 
W(r)-0. ”在 间隔 (zx, z 十 Az) 之 外 ， 
Wp)— 0, TE laf Cp, 2 十 Ap) 之 外 . 
这 里 , Ap 和 A 之 间 绝 对 没有 联系 (不 存在 济 不 准 关 系 : k= 
0)， 然 而 , 我 们 能 推导 一 个 关于 几率 随时 间 变 化 的 公式 , 例如 ， 对 
于 具有 统计 分 布 的 初始 条 件 的 自由 质点 : 


z-—rroi—z4 Dt (z= 也 KE 
m AN 


利用 简化 的 假设 
Bz0=0, 5z,5p— 0, 
我 们 从 - 
bz bz, bp 
得 出 


2 2a, É? 

(Az) — (Aro) Spy. 
这 正 是 曾 在 量子 理论 基础 上 导出 的 公式 [3. 20]. 仅 有 的 区 别 在 于 ， 
re 


在 经 典 力学 中 Ap 和 Az 之 间 没 有 联系 
经 典 力 学 与 量子 力学 之 间 的 具体 区 别 为 
1， 测 不 准 关系 , 和 
2. Jug T b. | 
JEJEXX P8 A CLR IE RO ZEE, ih ERG DER SC BE HR 
为 几率 是 相 加 性 的 子 系 ， 而 在 经 典 力学 中 ， 测 量 表明 几率 分 解 为 
代表 子 系 的 各 部 分 ， 在 量子 力学 中 , 每 一 测量 给 出 一 新 态 , 而 不 是 
LES. 
在 量子 力学 中 , 我 们 能 区 别 两 种 情况 : | 
纯粹 情形 (图 6. 1): JUGE v ERO 的 二 次 型 .例如 ， 在 光 
阑 的 两 个 孔 肯 定 开 沙 的 情况 中 , 就 是 这 样 ， 这 时 ,粒子 到 底 通过 光 
盖 上 哪个 孔 是 不 确定 的 ， 


& 
其 
x 
或 
E: 

办 
E 
o 


ys == 
T ==] UHLA 


DULL 


i 


$G)-—e«qi!z) deuil) Wo — gil dit [5-- ga {pat rl: 


eO) — 69Q) t eii) WGn-gleinltatgilex 2 
]edttled:-i 0<9<1 
BH 6.1 6.2 


现在 我 们 安装 一 个 光 阅 ， 它 总 是 遮 住 两 孔 之 一 , 但 我 们 假定 ， 
我 们 并 不 了 解 ,在任 一 给 定时 刻 到 底 哪个 孔 被 迹 姜 ， 在 此 和 铺 况 中 ， 
我 们 说 ， 我 们 不 知道 粒子 通过 了 哪 一 个 孔 ， 这 种 情况 我 们 称 之 为 
混合 情形 . 

混合 情形 (图 0.2); 几率 是 加 性 的 ; 态 不 能 用 区 函数 来 描述 . 
所 以 分 解 为 子 系 是 可 能 的 ， 直 至 由 每 一 子 系 所 代表 的 态 是 纯粹 情 
形 为 止 ; 即 , 在 混合 情形 ， 儿 率 为 纯粹 情形 几率 之 和 ， 若 我 们 对 所 


. I8 = 


Ve 


有 的 位 相 求 平均 , 或 用 某 种 方法 破坏 位 相间 的 关系 , 则 总 是 得 到 混 
合 情 形 . 

当然 ， 区 别 经 典 力学 中 的 纯粹 情形 和 混合 情形 在 原则 .上 也 是 
可 能 的 , 只 不 过 在 2 和 精确 地 已 知 的 党 义 上 , 这 种 纯粹 情形 是 无 


第 二 章 ”在 势 箱 中 和 自由 空 


闻 中 粒子 的 描述 


$7， 势 箱 中 的 单个 粒子 . 连续 性 方程 _ 
首先 , 我 们 只 限于 考察 一 维 情况 (图 7. 1). 


0 L 
图 7.1 
通过 求解 波动 方程 
3p _ ih Dy 
01 2m óz^ 


并 用 边界 条 件 

p00, £) - 9(L, $) x0, 
ROSE EZ BS DER PC 
首先 ， 用 驻 波 作为 出 发 点 ， 


pir, 人 一 wz)exp| -4E |, p= 


h 
我 们 来 确定 定 态 的 解 。 于 是 , 几率 
W(z)—i$G,$)|*— |u(z)|* 
与 时 间 无 关 ， 方 程式 
d?u hr " -— 
Bu=— 7" di 或 SP (7)=0 


的 最 普遍 解 为 
* 20 * 


[7. 1] 


(7. 2] 


[7. 3] 


— "m WE -- 


u(r)-Aexp iE. |--B expl ~ie]. 


边界 条 什 的 满足 : 


* * 9 03 $25 9 


$(0,2)20; B=—A u= C sint 


y(L, 1)=0: Pl =u, su, — Csin( x Fri), 


k L 
n=0, 1,2," 
归 一 化 : . 
(lulas=101 .45-1 iei - / 2, 
puis t) = Z sin(x Fn)exp -48 :| 
_ nh 
^ AmE? 
trepep to etas 
Wr) S sin? («i») [7.5] 
动量 空间 中 的 几率 密度 : 量 |2pz| 二 nrhj 工 已 给 定 ; 
所 以 
Ws) WC B)7 (7. 6] 


hie, AH TT EI ADT Ed ELTE). RIDES 
PREBIEHA i m BEI: 


pls, 024 3 3 e, sin( En)exp E pm. " 

. 不 难 验 证 , 正 交 性 关系 

Í ut Gru (da dus | [7. 8] 
AL. 

TE 


mao 


在 三 维 区 域 中 ， 我 们 有 类 似 的 本 征 值 问题 
《图 7. 2): 


à 
Ar-gnv'edes Ey -0 


y= PA E t lu (xc) S. [7.9] . m zs 


Vus Ånn =Ù, Àn d 


现在 我 们 想来 证 明 ， 在 电动 力学 中 已 知 形 式 的 连续 性 方程 @ 


是 由 波动 方程 导出 的 ， 在 这 里 几率 流 密度 代替 了 电流 密度 @ 

-grerady 一 %Brady*)， [7.10] 
而 连续 性 方程 为 

| wpay +| ias o 

或 . [7.11] 

Pb) +divi=0 
我 们 车 以 * 乘 的 方程 [7. 9], TAY R 东 的 方程 , 则 它们 的 和 
为 

i ray 
: A OD + 


zh Gv yv. 


XE HECHOS BUR JG —5 BUE BE TT REO Me BOR ACA SG UM 
H3: 
div(agradb) = grada- gradb -- ay?b. 


© 当 热 , 这 里 的 连续 性 方程 是 更 普遍 地 有 效 的 . EEA TIEDRE 
力学 的 连续 性 方程 . 


© 由 我 们 只 能 指明 在 给 定 体积 元 中 发 现 粒子 的 几率 ,所 以 这 一 刀 率 的 “ 流 " 代 


"rer. 
1 
. 22 œ» 


na 


在 我 们 的 边界 值 问题 中 , FES E i= 0; 所 以 ,得 出 
| ],e*vav ttis. 
”对 于 本 征 防 数 , 我 们 有 正 交 性 关系 | 
| | uius av =0, An FAm | [7.12] 
证 明 : ERNIA ut u, M FLT. 9), Au, Ruto E, M 
其 和 为 


(usu, — u, ux) H (CÀ, — AR )uRu,— 0. 
青 利用 格林 公式 , 并 应 用 边界 条 件 , 我 们 得 到 


(A, — 25 | utu. ar-6; 

a-m; ACAURASUEH. — $ 
AG [viu av =0, 
ds= Am, NÉM, 这 称 之 为 态 % AA mA HE. 简 并 度 定义 为 属 
于 本 征 什 罗 的 独立 解 的 数目 ， 这 些 解 不 必 是 正 交 的 ， 然 而 ， 通 过 
适当 地 选取 本 征 函数 的 基 , 能 使 它们 成 为 正 交 的 . 
§ 8.， 连 续 谱 的 归 一 化 . 狄 拉 克 6- 函数 

车 不 存在 壁 或 力 场 ， 则 不 再 对 波 函 数 有 限制 ; 即 , 2 连续 地 变 


”化 .我 们 能 用 传 里 叶 积 分 来 表示 Vs £) (参见 [4. 1 和 [3. 1535, 


UAR p= hk); | 
1 i Tx 
ye, t) =z ee f)exp [re lap 


i i op i c 
- Usa deae I 2m* ul Yu dp. (8.1] 


若 将 此 式 与 本 征 态 的 线性 登 加 (参见 [7.7] 式 ) 


Yla, D= Keate -i t) 


2m 


Tub EG, IAS (UT us Cr)9 LA ERA u Cp, 2z) 征 一 个 简单 的 推广 ; 在 
此 情况 中 , 我 们 有 


2 
plr, t) = fout. x)exp l- di 


= [et uta, z)dz «oc [8.2] 
— i 
ex) eR P 5| 


我 们 形式 地 将 正 交 性 关系 写 为 
Jutta 0r, z)z-&(p-p) [8. 3] 
这 是 一 个 便利 的 符号 表示 法 ;符号 Slp) Gkbix -AORE 


如 下 的 意义 : 
SPa í fim)», 车 pp ER ECP, Pa) 之 内 ; 
áà(p—p')dp— : d 
Jefa ap is E p EEO, PZS. P 
在 正常 的 意义 上 “函数 ”6(z) 并 不 存在 [A- 2) 因为 它 必 须 具 有 如 
下 的 性 质 
E 0, $350, 

E 7 一 0. | 
宁可 说 ， 它 是 以 如 下 方式 实行 的 极限 过 程 的 符号 ， 我 们 考察 那样 
一 个 函数 Bu(z), 它 使 得 @ l 


o fô (@)ds=1, lma (2) j^ Si 
n eo, z— (0. 


也 ”英汉 本 有 误 , 漏 印 第 二 个 式 子 .一 一 中 详 者 注 
t 24 + 


foi: 
i. ó,(x)- nexp[ — zx'z*] 


2, à, (z).  Sinnr 
NE 


0 


- 图 8.20 
D, ixi 2-1/2n, 


Bf ue: in [zr | «1/2n. 


Ei 8.3 
A, RNA 
im [^ f(28.(»— 7) 
2 d ), E P EKHE H, RZA, 
3 ! 0 Hp EKE, 2)25. 
3&4 14, "T EA 6, SCz) 能 够 利用 党 义 国 数 gs(z) 逼 近 ; 例如 ， 我 们 可 


(D ” 英 译 本 增 图 ( 德 文 原本 无 此 图 ), 一 一 中 译 者 福 
.25 » 


”以 让 和 矩形 无 限 地 变 高 变 罕 , 而 保持 其 面积 不 变 ， 或 更 普遍 些 
8, G) - gl-|A«(nexpLipzds. 以 及 |8.(z)dz=1; 
于 是 
Ap) =|5(mexp[ 一 ipz dz, A,(0) —1, lim A, (p) — 1, 
因此 ， 
SG) gl | exp[ipz]dp 
REKE, JORRPOHMEBS H3 EEAX 
KO) =z} [áp i f(zXexpLi pz]dz, 
人 们 用 符号 的 形式 写成 
f) - [reoacoas. 
将 函数 推广 到 三 维 是 简单 的 ;: 
óO) (x — x') 2(2,— 321) lE 22): Ó(2,— 25). 
[8.3] 式 对 了 的 积分 给 出 
jaz | urCp, ap uto 2) 
-h p FE AIRE Cp, PIZA. 
t 0, P ENM, p) ZZ 9b. 
这 一 表达 式 与 [8. 3] 和 F8. 4] 式 具有 相同 的 意义 . . 
现在 ， 我 们 也 能 论证 [8. 3] 式 的 正确 性 : 因为 [8. 24 式 给 出 的 
u(p, z) 满 足 [8. 5] 式 , 因而 同样 地 满足 正 交 性 关系 ， 即 , 利用 
1 P2 i 1 k í . 
aa], eo [oen Áo [n 


P, 


[8.5]. 


jm) 


— exp | 


* 26 * 


并 且 因 为 


Fade Ti 070; 
ud 1, a«O0, 


lee cosbax 
m g 


dr=0, 


TAES. 2 和 [8.5] 式 得 出 ; 
-4 jos PLGA —B0s1— cexpL C/A) Cot -pe 


- 1 [rin(GUAX? —p)ri— asdf? ms LAA 
2r. 分 


-和 ?在 间隔 (pu p) ZA, 
0, p TE RIA Cpu, p) zh. 


$9. 完全 性 关系 . 展开 定理 | 
令 f(z) 是 这 样 一 个 函数 , 即 | 1f(z)12dz 存在 . 若 我 们 有 函数 
(ww(z)) 的 一 个 正 交 归 一 化 的 全 集 , 即 


utr Gd 5, [9. 1] 
则 我 们 能 作 级 数 展开 
f(x) Nau), [9. 2j 
式 中 | 
em | HO HO: [9.3] 


我 们 要 求 级 数 [9. zi foci JE HESS TERIER, 因为 
会 对 可 能 的 “尖峰 "积分 : 


N 
lim| fG)— 32, Gr) 42-0, [9. 4] 
wee 8-1 


NU *27* 


或 . 
lim! R.)dz-0. | [9. 5] 
h FES. 1)fHE9. 215, 我 们 有 


farito- Eoun)! 
= fázi f1- 37. (f*Gow 02s Sot [feta 
n=l =1 


N 
+ eia, 


“| |a Sata, |. [£6] 
因为 [9. RER RETE ufo c DUREE RS 
were 或 Eo < —— [8n 
贝 塞 耳 不 等 式 意味 着 [9. 135 TRER | 
> Nc 


这 一 方程 称 为 完全 性 关系 , 因为 它 保证 了 u rl ct s Re, 
的 集 是 完全 的 人 ， 
利用 代 换 | 
fG)—»9efG)3-e9(2, 
a,—»e,, Cbn bo= [orit Gods, 
可 以 简单 地 推广 到 两 个 或 两 个 以 上 的 函数 ， 例 如 ， 代 入 [9. 8] 式 ， 


@ 因为 我 们 在 此 处 理 无 限 多 个 函数 的 集合 , 所 以 我 们 不 能 , 例如 通过 计数 , 来 想 
立 完全 性 . 
» 28 L] 


并 比较 efe: 的 系数 , 旭 得 
Soib, -[f*cogcoss. [9. 9] 


asl 


利用 6- 函 数 , 也 能 将 完全 性 关系 用 符号 的 形式 写 为 
了 (zjas(o) 一 3(z 一 好) * [9. 10] 


这 能 以 如 下 证 式 得 到 证 实 ， 我 们 若 将 上 式 乘 以 f*(x' )， 并 对 它 积 
分 , 则 利用 [9. 3] 式 , 我 们 得 到 
Dualar f dr fro — [910 


以 9(z) 乘 这 个 式 子 , 并 再 次 积分 , 得 
Efo urede [u.a fte ar 


=|f*(z)g(z)dmw [9. 12] 
这 正 是 [9. JR, | 
注意 : 事实 上 , 在 物理 学 中 所 出 现 的 所 有 实际 情况 中 , [9. 11] 
式 部 是 正确 的 ， 然而 , 由 于 我 们 只 曾 要 求 级 数 是 均值 收敛 的 , 为 了 
严谨 起 见 ; 我 们 必须 再 次 积分 。 即 , 我 们 必须 变换 成 [9. 12] 式 . 


§ 10， 初 值 问题 和 基本 解 
dE AU E— 0 粒子 必定 处 于 位 置 e’, 即 
y(z,0)—-ó(z—z), . C10. 1] 
则 描述 这 样 一 个 粒子 的 波动 方程 的 解 ， 我 们 称 之 为 基 本 解 K (a, 
gi). 
我 们 首先 考察 势 箱 中 的 粒子 ， 这 一 情况 的 通 解 为 (参见 $7) 
$50 - Xl oen [ — Eat] [10. 2] 


* 29 * 


利用 完全 性 关系 [9. 10], 我 们 也 能 即刻 写 出 基本 解 
PCa De KG, i. t) $us) en ELI 
(10. 3] 
或 者 ， 对 于 具有 任意 边界 的 三 维 区 域 ， 有 
K Gs, x 1) — 3 us Grut (we e| 5. t|- [10. 4j 


鉴于 只 有 定 态 的 线性 到 加 才能 作为 势 箱 中 的 一 个 粒子 的 波 函 数 
(必须 在 所 有 时 刻 都 一 定 满足 边界 条 件 )， 对 自由 空间 中 的 粒子 则 
无 这 样 的 限制 . 在 后 一 情况 中 , 我 们 有 连续 的 变量 p 而 不 是 分 立 
的 指标 % (参见 8), ita OE ER CIO 


yla, t) ue z)exp| -i Zt dp 


i p 
= fomai pz- 2 [10.8] 


其 归 一 化 为 

furca z)u(p, ds óCp— p). [10. 6] 
完全 性 关系 [9. 10] 现 在 写成 如 下 形式 

fur, z)u*(p, 2 )dp—- Ó(z—2') [10. 7] 


{ 注 党 4 与 p 间 的 对 称 性 1 ), 它 又 使 我 们 能 立即 写 出 基本 解 : 


= " ip 
vla, D) = [uto ur(p, r)exp| — D. dp, [10.8] 


à, 与 [10. 5] 式 比较 ,得 
yix, ))z K(Gz—2z',t) 
=z [erp i pia )-E: 中 sz [10.9] 


我 们 能 计算 这 个 积分 
30 。 


N 


作 代 换 
导致 菲 涅 耳 积 分 ; 


expliu?]du=~/ w ‘exp |i j, 
J 4 


Jexp[— iuJdu=V -exp [-i£]- 3 — [10 10] 


现在 可 将 解 太 (x 一 x', DIA 


1 pred N — yy? 
et db nil 


[10. 11] 
利用 [10. 10] 式 , 也 即刻 得 出 
[K(z—2', tdr=1. [10. 12] 


现在 , 我 们 想 不 用 狄 拉克 函数 而 来 证 明 : 由 [10. 11] 式 定义 的 五 (z 
一 2 t) 具 有 基本 解 的 性 质 ， 令 5 三 x 一 x2， 我 们 米 计算 


tz 
tin "K(£, t)dé. 
1790 J£, 


作 代 换 
mo 
zpi $75 
我 们 得 到 
^s expL—i(x/4)]. fm ~ 
NICO om NA 


1231-7 


Jap expL iuw*]du. 
应 该 考虑 三 种 情况 : 
a. E>0, bo>0, tw>0,  w0 

$—0. 好 一 > 十 Co, Wo 一 > 十 co 
b. ELO, ELO: u,«0, ww<0 naj Kd£- 0, 

10. u,—— co, u> — eo 
€. <0, £j 0. wu «0, > 0 } imf i Kdi-1 

1—0- w—-— 900, 4-7» -- 00 9) i031 

在 计算 情况 。 时 已 用 到 公式 [10. 10]. a, 五 和 “三 种 情况 合 在 一 
起 对 应 于 l 
K(£, 0) 2 ó(£), 
EA REBI, KG, t) 满 足 波动 方 程 


dK ih OK 
BE 2m g 
IK m (71 J i 
9:5 Anh 2/6 7 
2 2 
EX exp sis de 
dK Um 


SEC Nana ST AU wit 


PK [md fim me: i mg] 
98 TN Zahi a 2e: pre " 2i | 
l 2m dK 

Ch Ot 


值得 注意 的 是 ， 从 热传导 理论 中 基本 解 [10 113836 APER 
知 . 车 我 们 用 一 个 纯 虚 量 来 代替 非 相对 论 性 波动 方程 中 的 质量 知 ， 
则 我 们 确实 得 到 热传导 方程 ， 而 高 斯 分 布 L[10, 11] 是 #=0 时 刻 由 
6- 孙 数 描述 的 热 脉 冲 的 熟知 的 解 . 
~. 32 œ 


第 三 章 


$ 11， 哈 密 顿 算 符 
PARR 


3 2 à 
H = > TV (£, Za, Y t), 
b= 


力 场 中 的 粒子 


[11. 1] 


可 将 经 典 力学 的 运动 方程 写成 正则 形式 


dp, _ 


àH av 


di 
da 


óx, dr, 
ðH -2 
dpe 


urz 


BARS ACH = E 我 们 得 到 在 磁场 开 中 具有 电荷 € 的 粒 


子 所 对 应 的 方程 : 


3 
n- Esse tr 


dp | 0H ar 


(11. 3] 


e e JA; 
di — Ox, crx m Lx» a) a2 


[11. 4] 


dz, 
dt^ E x(n-i 


^) 


我 们 再 次 应 用 [2, 2] 式 给 出 的 ， 作为 经 典 力学 和 波动 力学 间 的 


转换 关键 的 算 符 形式 体系 : 


了 > 一 kao, Eid 


[11. 5] 


由 于 引入 了 算 符 ， 哈 密 顿 函数 变 成 所 谓 哈 密 顿 算 符 ; 


« 33 + 


H(pa 2) -> 有 (3 E | [11. 6] 


一 般 地 , 将 一 算 符 4 理解 为 一 个 计算 规则 D， 它 把 一 函数 和 和“ 
另 一 函数 4w 联系 起 来 . 
在 不 受 力作 用 的 情况 (V=0) 中 ， 我 们 也 能 用 算 符 [11. 5] 和 
[11. 6] 写 出 波动 方程 [2. 11]; 
H$-—Ey. j [11.7] 
对 于 力 场 中 的 粒子 (V 去 0), 这 一 方程 也 给 出 正确 的 结果 . 于 是 , 将 
”这 一 方程 多 部 写 出 ， 邯 为 
- S ety ev one is SP; - [11.8] 
ik —E SLE oJ E THEE IU 99. 

- 58753; EL 11. 7] 在 更 复杂 的 情况 下 也 是 正确 的 , 例如 , 在 磁场 
中 的 带电 粒子 的 情况 .然而 ， 当 以 哈密 顿 算 符 代 埠 经 典 哈 密 顿 函 
数 时 ， 有 时 会 引起 含混 ， 这 是 由 于 乘积 中 因数 的 次 序 对 经 典 量 来 
讲 是 无 关 紧要 的 ， | 

pii = WE Pis 
而 对 于 算 符 来 说 ， 次 序 却 是 非常 重要 的 ， 例 如 ， 后 面 我 们 将 会 求 
8 EN 


因此 , 从 一 个 给 定 的 哈密 顿 函 数 也 许 能 导出 几 个 不 同 的 算 符 @@. 这 
些 不 同 的 可 能 性 中 的 哪 一 个 是 正确 的 , 只 能 由 实验 来 判断 ; 即 ， 由 
EL 六 的 解 所 求 得 的 期 待 值 必须 遵循 经 典 轨道 . 


O 这 种 计算 规 蓝 不 一 定 是 微分 运算 ， 例 如 算 符 z 定义 为 用 x d. 

(p E. Schrödinger, Ann. Physik 81,109(1926), 

Q Him, cjEdi-RJLS pH AER mun 这 和 神 引 起 含混 的 交叉 项 ， 
54 8 


$12. [p esr 
波动 方程 [11. 7 的 解 必 须 满足 归 一 化 守 便 的 重要 条 件 : 
下 |feydsz= 0. [12. 1] 
《想到 “诠释 为 几率 密度 ， 便 不 难 从 物 A 意 义 上 理解 这 个 条 
tk.) 


对 [12. 1] 式 求 导 , 并 利用 下 二 方程 


一 和 


t 
ET | 
jte* Gro eco etse. [12.3] 


这 是 关于 瑟 的 一 个 条 件 ， 任 何 满足 这 一 关系 的 算 符 称 为 厄 密 的 . 
因为 , 对 于 波 , 大 加 原理 应 该 成 立 ， 所 以 我 们 必须 要 求 。 


H(cevs)-cH } 
Hp tp) Hp Hy, X [12. 4] 
具有 这 种 性 质 的 算 答 称 为 线性 的 . 
— GM Bo 
$—y, ty. 
代入 [12. 375, MHF- HET AE ETE HE fH I 
[terdteo pH eo nodis o. [12.5] 
EFAG 为 线性 厄 密 算 符 , 而 a 和 b 为 实数 , 则 我 们 有 
aF 45G Kho, [12.6] 
FG4GF — Kb, - [12. 7] 
iFG-GF) ER, [12.8] 


但 FG 一 般 不 是 厄 密 的 . 


[12. 7] 式 的 证 明 : 由 [12. 5] 式 我 们 有 
test Hw. eH Hasond-o. [a] 
[reo Buys (H, H,y,)*)d?z—0, 
[uns GF, p )t- rH, apaddr=0 [5] 
[a]—[5]; 
m PH ,H o, — y, (HE Hp)*}d w=0. [e] 


HH. =F, H, =G RALIR BEER, =G, Ho =F ALIR, 
然后 相 加 : 


fiv EGGE jpa eL CF +EG)g9dsz=0， 


TERENA na 
p— —ih(0/àx) 
是 厄 密 的 , 这 可 通过 分 部 积分 看 出 : 8 
„h i Jy* h dy 
[em cim E) m 


易 一 方面 , ip RER., Hp =k b A Roseto, A 
为 


for 23-547 多)dz= 0 (格林 公式 ). 


任何 规定 为 以 z 的 实 国 数 相 乘 的 算 符 显然 是 厄 密 的 ， 因 此 ， 
36 Y GRE Sf, 这 意味 着 我 们 的 哈密 顿 算 答 . 


让 (Eroj -A vteav(x)e, [12.9 


* 56 * 


ht 


也 是 厄 密 的 . 

其 至 在 碘 场 的 情况 中 鼠 仍 然 是 厄 密 的 . dE ETSI 出 对 应 于 
[11. 3] 式 的 哈密 顿 算 符 时 ， 我 们 只 须 注意 各 因子 的 次 序 : RES 
成 

(». -tay =p; —25 pA, HS > 
而 必须 写成 l 
(n. -fAy 一 中 一 TRÀ p TAG Seat - 


为 了 证 明 以 这 种 方式 从 [11.3] 式 导出 的 哈密 顿 算 符 的 厄 密 性 ， 我 
们 只 需 证 明 : 


l . PAs t Apu 
是 厄 密 的 (公式 [12.7] 的 特殊 情况 )，、 这 一 结果 是 用 分 部 积分 得 到 
fr; : 
RE r, 
IL EE (A, E 天 2 ida 
h 2 " 
-9H itn ictor 
_[,, fh oy 
=p EAS Lg OA as 


$ 13， 期 待 值 和 经 典 运动 方程 . 对 易 关 系 ( 对 易 子 ) 


迄今 我 们 已 学 会 用 波 函数 来 计算 可 观察 量 的 几率 分 布 ， 车 经 
典 力 学 应 该 作为 极限 情况 包含 在 波动 力学 中 ， 则 这 些 量 的 期 待 值 
必须 遵从 经 典 运动 方程 ， 现 在 我 们 来 验证 确实 如 此 “ 

首先 我 们 来 计算 <x;> 的 时 间 导 数 (参见 E3. 51 以 及 [12: 2] 和 [1 
2.513X: 


ej y*z.yd?a; 


e 37 » 


imo GLO A 
a jt ng) v n Hyda 


= (He e Hyda, 


dno Hm, —&, H>. [13.11 
笨 理 ， 我 们 能 导出 
l pp —8,H». [13. 2] 


现在 , 我 们 必须 计算 [13, 1] 和 [13.2] 两 式 等 式 右 端 之 值 ， 一 般 地 ， 
形式 如 | 


F,F,—F,F,E[F, Fi] — [13.3] 
的 表达 式 称 为 对 易 子 ， 由 定义 [13. 3] 式 立即 得 到 和 如 下 的 关系 
(AF. Ea] =P, P+IP, Fle [13. 全 


”和 
[cl Fi -tes Fs, Fjjze, (A, F3]-4- e; (Fs, Fi].- [13. 5] 
| 为 了 与 傅 里 叶 变 换 公 式 [4. 3] 和 [4., 4] 一 致 ， 现 在 我 们 定义 与 
[12.9] 式 类 似 的 , 关于 动量 和 坐标 的 算 符 ， 


BN) = —— mnéGO-2n$ [13.6] 


P.9(5)—mo, s, plp) = -geo [13. 7] 
根据 这 些 定义 , 我 们 可 立即 导出 基本 对 易 关 系 : 


Pg — Pip =) D [13. 8] 


. 38 * 


例如 : 
h 9 h 2 
bE*?-r Jr, 09» Pep = rT a 


A / à à 
(p,2,—7,p,)0 =H ap) -aege uy” 


aO, 
利用 [13. 4J] 和 [13, 8] 式 , 我 们 得 到 


(pis zen ) 一 之 pun npo (it, — tP) Ds} 


这 里 我 们 引入 了 关于 算 符 的 函数 对 算 符 的 微分 的 新 运算 .我 们 定 
义 : 这 一 微分 法 必须 完全 以 通常 的 方式 , 即 函数 相对 于 寻常 的 变量 
ERR. . 要 

对 于 由 2 的 多 项 式 ， 或 在 极限 情况 下 由 和 o M OCA 
CEN, p. 的 解析 函数 ) 给 出 的 算 符 ,重复 应 用 这 种 运算 步骤 ， 我 们 
得 到 \ 


h oF ; 
E Flp)z,—s,F(p)=-7 EN . [13. 9] 
当然 , 关系 式 
` Fopp»,—p5,F(p)-0 [13. 10] 
也 成 立 ， 以 类 似 的 方法 , 利用 [4.3] 和 [4. 41S, 我 们 得 到 - 
h 2G 
GC x)p,— PG (x) —*4 2n EE [13. 11] 


对 最 后 的 四 个 关系 式 求 和 , 给 出 


(QD “等 畦 "两 字 系 按 德 文 原本 补 人 .一 一 中 译 者 注 
FI 39 * 


Hp, AH = -R.E [13.13] 
We [13.14] 
= i Op, 
AFA Ain FEXDETM 
H(p, x)=F(p)+ GG). [13.15] 


因此 ， 这 一 结果 适用 于 具有 和 势 的 哈密 顿 算 符 ， 易 证 ，[13. 13] 和 
[13.14] 两 式 对 于 下 列 算 符 也 成 立 : 
H(p, X) Ep) +6 (x) + {ds GO pe pA Go) 
——— [18.16] 
(具有 磁场 的 哈密 顿 算 符 )，、 壤 将 [13. 13] 和 [13. 14] 两 式 代 人 [13. 
11 和 [13.2] 两 式 ， 则 得 到 关于 x n p. 的 平均 值 的 经 典 正则 运动 


d 3H 3H 
Lea) "C dep- -GE [13.17] 
(这 并 非 纯 属 偶然 ; 相反 , 理论 是 如 此 建立 起 来 的 , 使 得 它 总 会 得 到 


[13. 17] 式 .总 应 要 求 : BERI IUE AEREE 
EAR.) 


作为 推广 , 我 们 着 和 手 考 察 算 符 环 显 含 时 间 的 情况 (例如 ， 与 时 
HAXH). H 


(E> = |y Epa’ 
和 波动 方程 [12. 2] 得 到 
d i * * 3 * aF 3 
áp Go 3 ANEO- EE rt | vn rada 


= 全 [Hr FH) + Elyas, (参见 [12.5] 式 ) 


< t c 
Se= (un ri $5). 13. 18] 


» 40 。 


* E-H 的 情况 , 我 们 得 到 
oH 
ig- Er» 


133. 19j 


46 9H [00 —0, 则 得 到 《 互 >= 常 数 ;这 是 能 量 守恒 定律 的 表述 . 


作为 一 个 例子 , 让 我 们 专门 讨论 磁场 的 情况 : 
H-g D(a tA D Y tnt) 


1 E E: 
=; > (zi m G.A. + A491) us rr. 


应 用 [13. 17] 式 , 我 们 得 到 
3 aol tA 


人 


注意 这 个 对 称 化 , 为 保持 厄 密 性 这 是 必需 的 . 


不 用 正则 形式 , 我 们 也 能 更 简单 地 写 出 运动 方程 : 


Cmi d= (a LÀ G0), Cm) 


”这 里 己 用 到 定义 


aF 
$ALE, R+S 


而 且 [13. 23] 式 中 


av : : 
K, = Tar eB tz; OL HiH), 


[13. 20] 


[13.21] 


[13. 22] 


[12.23] - 


[13. 24] 


e 4] >» 


其 中 


irn dz dr, [13. 25] 
为 磁场 (写成 反对 称 张 量 ) | 
1 JA, 
E=- a; [13.26] 


ABELO, 方程 [12.22] 不 难 从 [13.23] 和 [13, 24] 两 式 导 出 . 
若 存 在 磁场 , 我 们 也 有 连续 性 方程 (参见 [7. 11 式 ); 


(Yb)+divi=0, [13.27] 
式 中 几率 流 密度 主 由 下 式 给 出 
ay (pa w- e(n tia )y* usw 


2m 
或 

和 DA -v3 1—)- Aw. (13. 29] 
规范 不 变性 


如 我 们 从 电动 力学 @ 中 所 已 知 , TARA A Jn. E — FRU RE 
度 而 并 不 改变 磁场 : 


AA, + ÉG, [13. 30] 


k 


然而 , 由 于 513. 241558, 也 必须 给 势 ( 能 )7 加 上 一 附加 项 


上 


194 
i MBU. 26] 839 B= g 一 


， 我们 认为 存 误 , 已 改正 ， 参见 W. 


a 


Pauli: Die Allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik (Handbuch der Phy- 


sik, Band V, Tei! 1,8. 27, Springer Berlin, 1958), ——— p Hess iE 
© €, W. Panli, Lectures in Physics; Electrodynamics (M. I. T. Press, 
Cambridge, Mass. 1972),[ 中 译本 : 礼 利 物 理学 讲义 (1973 年 版 ), 第 一 册 ， 电 动力 学 ， 
HARSH, 人 民 教育 出 版 社 . — PRAE] 
加 ”这 里 中 详 者 对 原文 有 改动 . SUEED, 一 一 中 译 者 注 
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VoV— 7p [13. 31] 


这 意味 着 ,哈密 顿 算 符 的 形式 改变 了 .然而 , 根据 波动 方程 [12. 2] 
可 知 , 岁 仅 有 的 改变 是 它 滋 以 如 下 的 相 因 子 : 

> expli : 2 zi : [13. 32] 
由 [13,30]，[13. 31] 和 [13. 32] 三 式 所 定义 的 变换 群 称 为 规范 群 
相应 地 ， 在 这 些 变换 中 保持 不 变 的 那些 量 称 为 规范 不 变量 ， 几 率 


. BUE v 和 几率 流 密 度 宇都 是 这 类 量 的 例子 . 


作为 其 他 例子 ,我 们 考察 维 里 定理 @， 量 子 理论 的 表达 式 
» dn z) = (BK wt rk ) 十 可 (2 如 十 全 à) 


[13. 33] 
“是 根据 下 列 两 关系 式 
d G2) md n nh. : [18. 34] 
和 
Sa) TNT dt, [13. 35] 
导出 来 的 ;对 于 Lek, 读 表 达 式 简化 为 | 
E a EGD) (Kum o mil». À [18.36] 


公式 [13. 33] 和 513.36] 对 经 典 力学 也 成 立 ; 只 不 过 量子 力学 
ER 五 xf13. 24] 式 ) 的 对 称 化 形式 . 
从 


(D W W. Pauli, Fetite in Physics: Thermodynamica and Statisti- 
cal Mechanical M, I. T. Press, Cambridge, Mass. , 1972). LR ET HIRE: 泡 利 物理 
学 讲义 (1973 年 版 ), 第 三 册 , ADAR EA TOS IB 范 之 方 译 ， 人 民 教育 出 版 社 、 
一 一 中 择 者 注 ] 
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Bzo—z,— GO [13. 37] 
”如 所 周知 , 得 到 | 

(BP) 5 - (215 — GG»? [13.38] 
和 E 
; (bz, 52,» — (02,5 — GC. [18. 39] 
利用 这 些 关 系 ， 我 们 能 导出 更 普遍 的 表达 式 


; 
m gn nor) (S K brt KG) 


H O3 bi, bid DA) Y [13.40] 


Ga di 7 (902,)))- Kida m Gi)». [18. 41] 


TET X Jj 8548 DU CA, — V — 0, mi. ps 我 们 又 得 到 类 似 于 53， 
20] 式 的 公式 : | | 
R rOn) )e Cop. C13. 42] 
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第 四 章 “多 粒子 问题 


814， 多 粒子 问题 

当 存在 两 个 以 上 粒子 时 , 问题 的 新 特色 是 粒子 间 的 相互 作用 . 
根据 相对 论 , 我 们 应 考 碟 这 些 力作 用 的 有 限 传播 速率 e TE, 在 
相对 论 性 量 了 理论 中 也 将 考虑 到 传播 的 有 限 速 率 ， 在 我 们 的 非 相 
对 论 近 似 中 , 为 了 简单 起 见 , 我 们 令 coo; 即 ， 力 的 作用 盟 时 地 传 
播 到 所 有 的 粒子 ， 因 此， 我 们 能 够 用 单一 的 时 间 泽 标 t, 这 意味 
着 ， 不 把 时 间 和 3N 个 空间 坐标 同等 看 待 ， 我 们 将 假定 粒子 数 叉 
为 一 常数 ; 因此, 将 不 考虑 辐射 离 解 过 程 @O. 

此 后 , 我们 用 qu, n qr — SN ) 米 表示 空间 坐标 : 

La, age, apa, DP, e, EO} = Uan Io Las as Gss s Arde 
同样 地 , 我 们 用 | 
i n, Pi} 
来 表示 动量 坐标 , 并 定义 
d'g— dg, dg;----dg;; d/p—dp,- dpr- dp. 

此 外 ， 我们 引入 两 个 广义 波 函 数 p n n qn DAPO, …, Br i), 


它们 是 这 样 定义 的 , 使 得 
W(q;, 7,47, 0)d/g — * ydg, [14. 1) 


W(P, "Df i)d/g— p*pdfp. 、 [14. 2j 


(OD €, W. Pauli, Lectures in Physics: Selected Topica in Field Qua- 
slizaiion (M. 1. T. Press, Cambridge, Mass., 1972). CPEE H, ARAY IH 
版 社 ) Si 
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这 些 是 发 现 第 个 粒子 的 坐标 和 动量 分 别 在 g; 与 g 十 dg 和 2 与 . 
p, dp, iil o JL SAC —3n—2, 3n—1, 85; n— 1, i, N). 
与 [4. 3] 和 [4. 4] 式 相似 , 我 们 有 下 列 诸 关系 : 


I : i : 
ACET t. df, D cre |o "95 t) x exp| 04; 
tpat tpa) lap, [14.3] 


[26 PEL Pr t) 7 azar |» Grae O xexp| 1, Gu, 


+P t4 2p) je q- [14.4] 
WR fo 应 满足 波动 方程 
hàp — ; : 
-i33:^ Hy, | [14.5] 
式 中 互 还 是 一 个 线性 、 厄 密 算 符 : 
[vtztvs dia | v. ty o dig. [14.6] 
推广 到 3N 个 坐标 , 在 此 情况 下 , 下 列 各 关系 式 也 成 立 : 
Np, Aq, [14.7] 
nil. fü uo. [14.8] 
现在 我 们 考察 粒子 间 不 存在 相互 作用 的 特殊 情况 , 这 意味 着 ， 
哈密 顿 算 符 简 化 为 各 独立 项 之 和 : 
|OH-HUHO rep HU, — [14.9] 
式 中 五 中 只 应 作用 于 第 i 个 粒子 .车 
pg d» Q3), t 9 I (Esos Qr- d) [14. 10] 
是 各 孤立 系 的 被 动 方程 
E M —H*999 (a-L2,-,N) [1411] 
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Lc) EUR l 
p= ym p [14. 12] 
是 方程 


一 子 YH pE HHO s HOOy [14.133 


HADER BEARR. 12] 的 线性 组 合 . 
因此 , 哈密 额 算 符 按 [14, 9] 式 分 解 为 各 独立 项 , 对 应 于 波 消 数 
简化 为 各 独立 因子 的 乘积 [14. 12], 这 与 下 述 事 实 是 一 致 的 , 即 , 当 
各 粒子 统计 地 来 说 是 独立 的 , 则 丈 率 简化 为 一 个 乘积 : 
Wane gn 5-7 W,(Qe O9, 1) W y (e, Kc 
Wp, 7,25 =W pY, t) Wap, i) 
Bi, RAIE, TEMOR PC ME A RT OR EAA 
(参见 [11. 31 和 [13.20] 式 ): 


[14. 14] 


--1 


N 
Ho= D8”; [14. 15) 


ta 


; P} i £e" a Q 
e un 4A - AC Ca ») 


E y (xt). E [14.16] 
若 特 子 癌 的 万 能 由 势 了 (g) 导 出 ， 和 例如， 在 库仑 相互 作用 的 
TO. 


Vigu a07 20m. i [14.17] 
式 中 7a 二 lnh], 则 写成 下 式 是 适当 的 : 
H-HwvtV(q, 7,910. [14. 18] 


在 多 粒子 情况 中 , 对 易 关 系 [13. 8] 以 及 公式 [13. 13] 和 [13. 14 1B 
都 成 立 ; 唯一 需要 更 改 的 是 , 指标 # ER LEDUA 13€ f 的 全 部 值 . 
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第 五 章 本 征 值 问题. 
数学 物理 函数 


TEST 中 我 们 已 经 求解 过 特殊 本 征 值 问题 ， 即 势 箱 中 的 粒子 
问题 .现在 我 们 有 了 必要 的 工具 用 来 探讨 在 更 复杂 的 力 场 中 粒子 
的 更 普遍 的 本 征 值 呵 题 了 . 

因为 我 们 寻求 本 征 值 问题 的 稳定 解 ( 驻 波 ), 我 们 用 . 

yx, t) =u(x)exp| -Å Et | 


作为 试 解 , 在 这 种 情况 下 , 波动 方程 [11. 7] 或 [1 1.8]: DE PIE ds 
3E 197; PED ME 
Hu= Ew. LI] 


现在 我 们 在 某 些 简单 情况 下 求解 这 个 方程 


815. 线性 谐振 子 . 厄 密 多 项 式 
对 于 线性 谐振 子 , 有 熟知 的 关系 


2 
H= olet - E, [15. 1] 
oH 
Bp sot) | | 
aH p -j--o$g- 0. ' . [15.2] 
d^ 95 m ; 


从 对 应 于 LI] 式 的 [15. 1] 式 ， 我 们 得 到 一 维 谐振 子 的 定 杰 能 定 调 


© APLR ARH, ARH TREDESdOEITZEOROTOEHEGISZRA: 
E. SE i2, Ann. Physik T9, 361(1928). 
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方程 : 


kè d? 
实施 坐标 变换 
Lo /mo. 二 
J/ & ov P. N mah pvi 
AX. 
-2E 
^ ho? 


则 [15. 1] 和 [15. 3] 式 简化 为 
H- E pL Fx) ho, 


— d'u 


-IF + a*u — Au, 
而 且 对 易 关 系 [13, 8] 就 变 成 
E Pez— 2p.— 
. 作 进 一 步 代 换 
| 


则 [15. 7] 式 变 成 微分 方程 
g'-—2zy' - (4—1)y—0, 
用 所 密 多 项 式 求解 它 . a 次 厄 密 多 项 式 册 


H.(x) : (71) -exp[2*]- 


d 


给 出 . 
定义 


x-3 


y 
da PL 2], 


dto aesa 
erpi]. 


[15. 3] 
[15. 4] 
[15. 5] 


[18.6] 


[15.7] 
C15. 8] 
o [15.9] | 
[15. 10] 


[15. 11] 


[15. 12] 
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于 是 , 用 多 项 式微 分 法 则 我 们 得 到 


QX d S (—2zexpL —2*1) 
— —2zS exp — a] —2nd .— exp[—2t], [15.13] 
dz" da^ ^! 
ex s —225À 2041), [15. 14) 
X'--22X'-2(n4-1) X —0. [15. 15] 
由 A 
ycexpla*]X, X —expl —a^]g, 
X zexp[ —2*](' —22g), 
- X" - expL—2*](y" —4zy' + (4a*—2)y) — [15.16] 
得 到 
y'—2zy' -F2ny-— 0, [15. 17] 
如 果 选 取 
À-2n-4-1, | [15. 18] 


那么 这 方程 式 和 [15. 10] 式 等 同 ， 用 这 个 结果 ， 可 以 把 [15.71 式 
HESR i 


有 (ao) = enexp| — 1r. Gn, [15. 19] 
A c, 是 常数 ,而 本 征 值 为 (参看 [15. 5] 式 ) 
B= hont 5}: | [15. 20] 


KEdea—OBPMEOUE, BEER ETENEE Bo 一 hoof2 (PA 
能 1). 现在 , 我 们 证 明 本 征 函 数 Au Cn) 是 正 交 的 ; 即 它们 满足 [7. 
12]&. 按照 [15, 7] 和 [15. 8] 式 , 得 

h;d-(2ncl—z*5)h,—0,- 

b+ (2m | 1-723), — 0. 
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用 hu, 乘 第 一 式 , 一 ho 乘 第 二 式 后 相 加 并 积分 , 再 用 关系 式 
ha hs rhm — oln — Rahm), 
我 们 得 到 , 对 n m 有 
2(n—m) [nda Chah’, hhn) f 
这 就 证 明了 正 交 性 关系 的 有 效 性 . 
在 把 解 归 一 化 之 前 , 必须 推导 出 稍 多 一 些 所 密 多 项 式 的 性 质 . 
厄 密 多 项 式 [15. 11] 交 蒜 地 是 偶 次 和 奇 次 的 ; 


=0, [15.21] . 


doo 
-c 


HQG)-1, Hj(z)—2x 

HQr)-42—2, Hi?)= 8 — 127 [15.22]. 

H((z)— 162*—482* -12, .ee l 
"E185 BEER E 


fG, t) eO) e 


= expL*] 37D" i£. exp[ —a* ] 
LEE i 


—exp[z?Jexp[ — (z—t)*]— expl — £*--2tz]. E15. 23] 
由 此 , 立即 得 到 | 


af — 
aL-2f. - [15. 24] 
并 由 比较 各 系数 , 得 
再 (zy 一 298 瑟 。i(z)， [15. 25] 
Hi 
2-20 —2)f 20, | [15. 26] 
类 似 地 我 们 得 到 | 
aH, (7) = Huan) re Hua. — [15.27] 


当然 , 这 些 关系 ([15. 25] 和 [15. 27] 式 ) 也 能 从 定义 [15. 11] 直 接 推 
导出 来 ， 由 [15. 25J 得 到 第 % 阶 导数 


dcs Har) - 28: 2(8— D eoRqeHqG)-£uy [15.28] 
通过 归 一 化 
[noon - ex [exp 4rd - 1, [15. 29] 


现在 我 们 可 以 确定 [15. 19] 式 中 的 常数 ex 
用 [15. 11] 和 [15. 28] 式 我 们 得 到 


ci 一 (一 -D" |H a(z) d expL —2*]da 


= [C2 exp[ — ?dr-2"ap n. - [15. 30] 


通过 分 部 积分 2 次 把 微分 算 符 往 左 移 ， 最 后 ， 用 到 由 [15. 29] 和 
[15. 30] 式 算出 的 cr cun ]9] 为 


exp 5 «c» [15. 31] 


i hv(z) 一 -TAR (2n 


这 个 解 的 相 因子 仍然 是 能 任意 选取 的 .由 [15. 27] 和 [15. 31] 式 ， 
我 们 立即 得 到 


wha( x ) = a Gf EL hs; NET [15.32] 


. 并 由 [15. 25], [15. 317, 和 [15. 32], 我 们 得 到 
Kx) A/2nh, (x) ^ aha) 


ey N/E ON A ess 
尼 密 多 项 式 的 完全 性 


现在 我 们 要 证 明 函 数 如 (z) 是 完全 的 ; 就 是 说 , 我 们 要 证 明 
方程 式 [15. 10] | 
l y'—2xy' +(4—1)y=0, [15. 34] 
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BR haih A EMA OIRR A— 2n 1 JE Hn 为 整数 外 ， 没 有 正 
则 解 )， 为 此 , 我 们 寻求 [15. 34] 的 普遍 解 , 并且 证 明 仅 当 4== 24 十 1 
时 , 解 才 是 正则 的 .我们 取 知 级 数 


Y= vd, [15. 35] 
$ 


作为 试 解 . 因为 在 w— 0 处 是 正则 点 ， 所 以 在 [15. 35] 式 中 不 存在 
负 指 数 . | 
这 里 , 我 们 需要 表述 一 个 对 波动 方程 一 By 有 用 的 普遍 定 
H: 当 相 互 作 用 势 是 偶 阔 数 (F(Z)= 隐 一人) 时 ， 如 果 象 正常 情 襄 
WM, HE p fü x 的 偶 国 数 , 那么 波动 方程 的 每 一 个 解 邦 是 一 个 个 
解 积 一 个 奇 解 之 和 (借助 二 波动 方程 是 容易 看 出 的 ). 
特别 是 哈密 顿 明 数 [15. 6] 是 偶 的 , 并 因为 w=e-*?y， 这 定理 
也 适用 于 [15. 34] 式 的 解 , 即 [15. 35] 能 写成 具有 
p= 0, 2, 4, .~ [15, 36) 
和 
9—1, 8,5, =. [15. 37] 
的 两 个 震级 数 之 和 .把 515. 35 AGAT 15. 34] 式 ， 并 比较 x77? 的 
系数 , 我 们 得 到 二 项 递 推 公式 
Gp PP—1)+ a,.,(—2(p—2)  À-- 1) —0. [15. 38] 
S po 是 最 小 的 指数 ; 那么 , 按 [15. 38] 式 , 有 
Bo(po—1) 一 0: Po 或 pool. 
IBIR FAR 
这 就 证 明 515. 36] 和 [15. 37] 式 的 初始 值 是 正确 的 ， 现 在 我 们 要 研 
究 慢 级 数 - 15. 357 休 时 终止 。 pmax ICA XE ACE ERA rn I RA 
+E it: 
| Gp 0, pops.» cox. [15. 39] 
那么 , 在 [15. 38] PH pn 2, 得 
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0= 2r- [15,40] 

即 每 级 数 仪 当 | 
À-2n4d1 [15. 41] 
时 才 终 止 ;对 于 一 个 给 定 的 4 奇数 值 , 是 偶 解 收尾 还 是 奇 解 收尾 则 
取决 于 % 是 偶数 还 是 奇数 .这 样 , 的 确 存在 一 个 多 项 式 ; 对 于 任何 
其 他 的 1， 两 个 解 都 不 是 有 尽 的 ， 我 们 现在 要 闸 明 无 尽 级 数 的 收 
敛 性 质 ， 由 [15. 38] 式 ， 


RE .22 一 3 一 4 
,— 05. 2G- [15. 42] 
对 偶数 了 得 
aa 0 G-29-2. - .G6-5-2 — sag 
并 且 对 奇数 得 ; 
ipea SAMSA e p-3—2) [13. 44] 
对 足够 大 的 py, 必定 有 
p, 2219, ~ [15. 45] 


于 是 , 对 pp. 系数 [15. 43] 015. 44] 不 再 变 导 ， 并 且 可 以 选 趟 
8,20. Ub t E15. 42] 式 得 l 


limp.————2. [15. 46] 


为 简单 计 , 我 们 引进 
p—-2q 或 2=29+1 . (q—0,1,^3; [15.47] 
于 是 级 数 [15. 35] 变 为 


$— 90s X ym grin [15. 48] 
- 209 


我 们 不 再 关心 x 因子 以 及 公式 右边 的 ass 和 94 之 间 的 差别 ， 从 
+ 54». 


[13. 46] 式 ， 


Gz 


li * 
Add 29 -2 


对 于 给 定 的 S<1 和 足够 大 的 和 我 们 有 


? 


5 ~ -J> 好 29 一 -Ô 
重复 这 用 这 些 表 达 式 , 我 们 得 到 
côt, 
83,27 ar [15. 50] 
把 这 个 关系 用 于 [15. 48], 我 们 能 写 出 
y= Jana >e: xS. c-exp[ 4-àa*] [15. 51] 
" 
2 
u- exp| 5 |yzresenol (57e. [15. 52] 


因为 6 可 以 选 得 任意 地 接近 于 1, 这 样 肯 定 大 于 1/2,% 的 归 一 化 积 
分 就 不 存在 了 ; 即 无 尽 知 级 数 不 给 出 [15. 7] 式 的 可 正 交 归 一 化 的 
RR. h(t) È [15. 7] 式 的 唯一 正则 解 , 这 就 完成 了 完全 性 的 证 明 . 
$ 16， 用 线性 谐振 子 来 赔 明 和 矩阵 演算 

如 果 有 一 完全 、 正 交 归 一 的 力 数 集 tun}， 


jutuaz- 6. [16. 1] 
”那么 , 我 们 定义 算 符 下 关 于 us EETA 
LP 1o) = [utu dz. (18. 2] 


HIFI) FRU kit, Bn JKE pe t 也 标示 为 也,s 这 
FE, 我 们 已 把 算 符 EREA FRK ERRER. FEAE 
矩阵 和 算 符 的 等 效 性 来 证 明 这 种 记 法 是 正当 的 . 

用 [16.2] 式 可 将 算 符 的 厄 密 性 条 件 [12. 5] 式 写成 


(|F jn) = (nl F] E) *. 
类 推 , DERI Gc dc t eo ASA Tee RT, 
由 于 [16. ]] 和 [16.2] 式 , 我 们 可 以 作 下 列 展 开 : 


FuCz)— Su Gr) | F] n). 


例如 , 对 算 符 z 我们 有 
zu,(r)- D owG)|z[m), (zm = (n|z|E) *; 


3E BOE 算 符 Pas 我 Tr 


CAT El, Gig bo tlp 


FA IT AE BOSE RE ZB RIRI ERER; 
paw) -D ide ela n 
= Dalr) S10 [p E) laln) 
=u) Ip.z|n) 
是 一 个 例 了 ， 这 和 和 矩阵 乘积 通常 的 定义 完全 一 致 : 
QIAB |) =B IAIK) Gr] B] m. 
当然 , 关系 
z(pau(r)) = Slt) |zp.In) 


仍然 成 立 , 这 意味 着 对 易 关 系 [15. 8] 式 在 集 阵 表象 中 取 C 


Pat spbz= (701 
的 形式 (f 是 单位 和 矩阵, GL EID) 90,). 7 


[16. 3] 


—. [16. 4] 


[16. 5] 


[16.6] 


[16. 7] 


[16. 8] 


[16. 9] 


[16, 10] 


把 [15. 32] 式 和 展开 式 [16. 5 比较 ， 我 们 看 到 , 如 果 按 术 征 也 


Eh CYRI. zx RIPARA WT OBERE JC IE 
. 56 * 


(ni 1|zin) = T" [16. 11] 


NETS NR [16. 12] 


出 于 z 的 厄 密 性 , 由 [16.11] 式 得 出 6. 12] X, BL 18. 12] 式 也 能 
得 出 [16. 111 式 : 


(n;z|n 1) = matilei = AEE [16. 13] 


MRE ?>2 一 1， 册 此 得 出 关系 式 [16.12]. 由 [15. 33] 式 我 们 得 
到 p. 的 矩阵 元 : 


pA G)- (^ 956). j fntly | E) 


NL (7)= 2 TADE (16. 14] 


于 是 
(i-1|p.1n) = N LEES [16. 15] 
(n—11p.|m) = ENER [16. 16] 
0 vi 0 p il 
(4T oo J* oi 
2 3o J* 0 J3i 
0 0 43 0 1 
mM LS neg] 
|p e x 0 o È | 
p= v6 9 v? [ET 
Ne EM 0 -V2 0 4/3: 
f WEST H 


= 57 5 


注意 指标 是 从 零 开 始 的 ， 用 


1 0 4/2 0 0: 
0. 349 0 8 0i 
gol? 0 5 0 4/12: 
T 2l o x5 0 7 p: 
0 0 4/12 0 9; 
1 m T ， [16. 18] 
1 0 —4/2 0 
i 0 3 0 —46 0 
B-l|-3 0 5 0 -v3 
fr E M 
0 —446 0 1 0 
0 0 —4/12 0 9 
384/115 33] P uer ABE CE BU Ey. 令 Aov—1)0 
Bu " 
m Ue e de 
i E 
t 3 H 
f 0 0 0: 
二 2 pil -" 
H z (e +4) EP a P [18. 19] 
2 : 
7i 
0 0 0 i 


按 本 征 国 数 展开 的 结果 , 哈密 顿 矩阵 是 对 角 的 , 而 且 对 角 元 素 是 能 
量 的 本 征 和 镇 ， 以 后 我 们 将 看 到 , 这 不 仅 在 上 述 例 子 中 是 正确 的 , 而 
且 更 普遍 地 成 立 . 


Q Sm. 243 式 前 这 名 话 提 到 这 里 来 , 这 样 在 吾 前 就 没有 (bczoy 1 
AFT, 因而 和 德 文 原本 一 致 .一 一 中 译 者 注 
. 58 * 


为 了 某 些 应 用 , 引进 下 列 乱 阵 也 是 有 用 的 : 


0 0 : | 
94 
E 
0 


CAD QI AHO* 
成 立 ， 并 由 对 易 关 系 [16. 10] 得 到 
LA, A*] 2 A4" — A*A I. 
a. BEBE HR SARTHON SIS b 7 8 a US SERE 


按照 [9. 3] 式 ， 我 们 可 以 按 完 全 正 交 归 一 化 函数 集 ws(z) 展 开 


一 个 任意 平方 可 积 函数 v): 
$G)- Xe). Pa [pueda 


这 样 , 在 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 中 具有 分 量 多 的 一 个 矢量 与 每 个 国 


数 %(z) 对 应 ， 在 这 种 情况 下 , 完全 性 关系 是 
MOKSHA 


由 此 得 出 可 1,|? 的 存在 ， 所 以 ， 还 是 应 用 矩阵 乘法 规则 计算 希 
尔 伯 特 空间 的 矢量 代替 计算 波 函 数 为 好 . 
如 果 我 们 把 展开 式 [16. 200A RE SDE SRI ure), 并 
积分 , 于 是 得 到 
| dote ZE Pu (0-9. - fant CO SZ Eas (2 加 
| [16. 22] 
-与 [16. 2] 和 [16, 势 式 结合 起 来 , 得 到 
SL B Im) 一 CL EI), = 0. [16. 23] 
dm v. WERSI Fi lO E NEED; BUB. Ask Ax S8 UT RE 
32123; R, 并 给 出 相同 的 结果 . 
b， 例 ， 有 附加 势 的 线性 谐振 子 
我 们 想 从 下 面 的 考 虐 来 为 微 护理 论 作 准 备 ， 如 果 把 附加 势 
V(rz) 加 到 线性 谐振 子 的 哈密 顿 函 数 五 上， 
H= (@ p) HY) H+), [16. 24] 
THRX HE B. 
Hy —Ey, 
或 其 矩阵 形式 
(LED —0, 


通常 不 玉 是 可 精确 地 求解 的 了 ， 如 果 附 加 势 是 微小 的 (* 微 扰 ")， 
那 末 , 能 求 得 一 个 在 素 阵 表象 中 特别 容易 计算 的 近似 解 . 
因为 《7Y) 是 完全 的 和 正 交 归 一 -化 的 , 我 们 能 作 下 列 展 开 : 


$e) EMG ba PERE [16.25] 
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VGOh,G) = Xl) V 10) 
; [16. 26] 
(i19) = [atGovcon Gods | 
并 且 存 在 关系 式 
bites (| E | 9). [16. 27] 


象 我 们 处 理 516. 22] AWF, EE ROT ALICAREZETS H RA 
hicr), 并 积分 : i 


[ aant (YS LUNALA) VG Gs 0. 
于 是 我 们 得 到 
Sr Vly, =0. [16.28] - 


XX OLX "OEC T BE XE TS Jy fa (OR Án E s 的 无 很 多 个 方程 式 的 方程 
组 .以 后 当 我 们 考虑 微 扰 论 时 , 将 求解 这 个 方程 组 ， 
c. 用 矩阵 法 确定 线性 谐振 子 的 本 征 值 : 
刚才 我 们 已 用 省 动 方程 异 出 量子 力学 的 矩阵 表象 , 并 已 证 明 ， 
这 两 种 表象 是 完全 靠 效 的 然而， 历史 上 和 矩阵 力学 在 变动 力学 中 
之 前 就 发 展 起 来 了 ，: 首 且 最 初 全 然 没有 注意 到 这 两 种 理论 的 同 
一 性 . 
作为 毫 不 依 暗 二 波动 方程 的 矩阵 力学 计算 的 例子 ， 我 们 再 来 
论述 线性 谐振 子 ， 这 样 , 在 线性 谐振 子 的 叭 密 顿 矩阵 
D W. piZ. Physik 83,879(1925) ) 3 LAB BEJE (639 £8 0E 73 888 (8 RS E d 
B Bt TARE. E 215838 72 EI OCA RUE ES BEBE EFE, 那么, 对 应 的 车子 
DAR b v dh XE VER RE Tc EG P DR, C ACE E ERES TTE GNOME TIERE 
是 不 可 能 的 . ) 然 应 , HE RD e AUS 555 — ESTO CHI I CUR A ERE SEA IS, NOB 
JUZ. Physik 83, 858(1923)) JE EC IR RRR (FLAG LELTO PAAR RAF 


ERRI EZ HU. PERNA SEE EP REHEOTRAU IR 4e MEE CM. Born, 
W. Heisenberg aud P. Jordan. Z. Physik 35,557(1926)). 


"615 


He L +a’) [16. 29] 
"B, 例如 , z^ 代表 矩阵 
alz n= $12 jel), 


我 们 必须 用 厄 TREBEA a Bl pe 使 得 玉成 为 对 衣 的 ， 此 外 ， P 
Pe 必须 服从 对 易 关 系 [13. 13] 和 [13. 14] 式 , 当然 这 些 关 系 能 够 在 
矩阵 力学 的 结构 中 推导 出 来 ， 在 我 们 的 特殊 坐标 [15. 4] n, M 
DRAE 

oH 
Hyp.-—p,H-—i4 dz == + ig, [18. 30] 


.9 ; 
Hzx—4H= Sim s [16. 31] 


如 果 我 们 现在 假设 , 作为 z 和 Zp; 正确 选取 的 结果 , H = EULÉES ARM 
角 的 , 那么 , 这样 的 对 易 子 就 变 为 
0 QU HF —FH |n') 2 GE, —E,U) QU | F | 8"). 
QR fl; ^... 9E L0. 用 [16. 30] 和 [16. 31 ] RS, 上 式 给 出 
(GE, Ea QU pud) — in | x] n^), 
EnEn) Cn |] n") = — iO | p. | n^). 
斯 以 ， 要 么 (8 | p.n Rr n ) 两 者 都 等 于 老 ， 要 么 都 不 等 二 
零 ; 后 一 种 情况 中 , 由 于 
Gyr — E)! nz’) = QU zw), 


我 们 有 
(Ey —E,7)—1, 或 Ex — E, = 11. L16. 32] 


因为 线性 谐振 子 的 本 征 值 是 非 简 并 的 ， 在 矩阵 力学 的 结构 中 也 不 
难看 出 , 由 [16. 33] 式 得 到 选择 定 则 @ 
D 只 有 团 些 指标 服从 "选择 定 则 "的 矩阵 元 才 不 等 于 等 . 我 们 以 后 将 看 到 ， 光 发 


O MAREELE TIAM ENRERE TEN. AP 选择 定 则 指出 哪些 仿 之 
ii] hi5 8€ xf. E PT RETI, 
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w—mn'- 41 | [16.33] | 
gne Tes 8 2E Y AS GER S TS LUE: 
五 ,一 ?十 常数 ， [16. 341 
用 这 编号 , A ERRET 
(n|z |n-- D, (1| |n —1), (il p.n - 1), n1 p. 1n — 1). 
不 为 零 ; 北 他 全 部 都 等 于 零 ， 由 上 面 的 关系 , 现在 得 到 
(nlps|% 于 1) 二 土 i(n|zln 干 1). [16. 35] 
我 们 尚未 完 爹 证 明 [16. 34] 式 的 写 革 是 正确 和 的， 我 们 必须 首先 证 
Bj, 由 E. 形成 的 序列 是 没有 空缺 的 ; 就 是 说 , 我 们 必须 证 明 ， 紧 接 
着 每 个 Ea 的 下 一 个 较 大 的 能 量 是 Enise, Ae, RIZE 
对 易 子 [16. 10] 的 对 角 元 素 ， | 
i(n|p.z —zp,en) ZG zxIn-- 1) (nt 1lzin) 
— Gi|zIn—1)(-—1|z|n)) 1; [16. 36] 
在 得 到 这 对 易 子 的 表达 式 时 我 们 已 用 到 了 [16. 35] 式 .由 于 z 的 
BATE, HEL. 36] 我 们 得 到 
Kalzin--Di—-Hlzin-D)]*- 1, [16.37] 
就 是 说 , 有 | 
|(njzla—1) o 5 ERG 716.38] 
因为 这 意味 着 "os 
KGlz n1) Lett |* 7T cae 


FEFA. 37] 式 ， 用 公式 [16.35] 和 z 及 ps ff JE EE, 我 们 
也 得 到 
(i| pz [ 0$) : (r| a? | n) 
- [G|zin—1)|*-- [Qz|n--1)|*, — (16,393 
用 它 , 于 是 由 [16. 29] 式 得 到 
e 63 。 


E,— |(n|zin—1)|*-- | (zi z]| n 1)|* n Ae. [16. 40] 
这 方程 式 的 左 端 又 是 正 的 ， 所 以 ， 必 定 存在 一 个 二 小 的 =no。 XX 
使 a<n tf 吾 三 0、 因 为 查 到 三 在 我 们 仅 规定 了 编号 的 顺序 , 我们 
可 以 取 ms—0. 于 是 ,我 们 有 -1=0, 这 意味 着 


(—1|x|0)=0; 
和 [16. 37] 式 一 起 给 出 
可 = 也 和 =n 十 六 [16. 41] 


E, 是 著名 的 零点 能 ， 我 们 现在 也 已 用 矩阵 方法 把 它 正确 地 推导 出 
来 了 (参看 [15. 20]). 


$17. 平面 中 的 谐振 子 ， 简 并 性 
平面 中 的 各 向 同性 谐振 子 有 势 


VG, 4) — 5 oS t qi). [17. 1] 
CERE 7; FE 
2 2 
Su ika A-a —31)u-:0, [17. 2] 
1 2 


其 中 
A 2E|ho, 和 x, [mlh ga 
(参看 [15. 和 和 515. 9] 式 ，) 
方程 式 {17. 2]Æ s 和 w; 的 两 个 方程 式 之 和 、 所 以 , 解 变 为 浅 积 
u= ha, Qn) hs, x), [17. 3] 
以 及 本 征 值 为 
A=2,4 À. .271 1-291 
一 2(28 二? 十 1)::2(z2 十 1)， [17. 4] 
(如 果 解 是 这 种 形式 的 乘积 , 我 们 说 方程 式 是 可 分 离 的 . N, A 
几 个 不 同 的 态 对 应 十 站 一 个 木 征 值 的 情况 ， 称 为 简 并 ， 如 朵 双 个 
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态 轧 于 同一 个 本 征 位 , 称 为 ” 重 简 并 ， 在 我 们 的 情况 中 , 简 并 度 是 
Gr D S: 
LT 0, i 2, ?**s LP 


Bon, n—i, n—2, -* È, 


n:-n,4 nU. m, n, B, e, w% 
nR 350 LAS E, 例如 , 变 成 各 向 异性 谐振 子 ; 
VG 9) — 5 (ois ob ai), Dr. 5] 
我 们 就 能 消除 这 简 并 性 ， 方 程式 仍然 是 可 分 离 的 ,而且 其 解 是 
NICHT cT 
并 且 | | 
[2 Ajo n, * g)te(n T z) [17.7] 


如 果 ojo: 是 无 埋 数 (w, 和 ws 是 不 可 通 约 的 ) TE, MAN DR 
T. | 
道 过 极限 过 渡 w,/w:->1， 我 位 叉 得 到 各 向 司 性 的 谐振 子 T. 
一 般 说 来 ， 可 以 想象 从 各 种 可 分 离 的 非 简 并 系 , 通常 作为 极限 情况 
而 得 到 一 个 简 并 系 ;就 是 说 ， 在 各 种 坐标 系 中 , 简 并 系 部 是 可 分 离 
f. 
a。 极 坐标 中 平面 谐振 子 的 解 
例如 , 在 极 坐 标 中 各 向 同性 的 谐振 子 也 是 可 分 离 的 : 


Z,—TcosQ,€5,—rsingQ,dz,dz,—rdrdg, [17. 8) 
(35.2 y 1 9095 u 
dai Jz) T a Or/ 72 dp? 


u, 1 Ju, 1 dw 
Er REC E ru dp? ' 


[17. 9] 


© foBx—G.——ieHIE 
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TERIS JRA 
u I Ju, 1 Zu 


at. oro api * (A-.r?)u— 0. [17. 10] 
其 解 可 分 离 为 
U= Vpl r) ei” £17.11] 
形式 的 乘积 , JC rp on Xe IET sie f 9 Se TE vs GO) 的 微分 方程 是 
d'vw, , 1 de, 


m? 
2 on 十 (4 一 rom 一 0 — [17.12] 


dz? r dr 

因为 坐标 变换 不 改变 一 个 系统 的 能 量 值 ， 简 并 度 必定 和 [17. 4 1X, 

一 样 ; 另 一 方面 ,本 征 国 数 是 不 同 的 的确， 项 至 在 一 个 坐标 系 中 

也 可 以 取 其 线性 组 合 而 使 它们 变 成 很 不 相同 ， 也 可 以 通过 过 渡 到 
各 了 疝 同 性 非 谐 振子 销 除 简 并 : 

V= Jet b efr). [17.13] 


e 应 是 不 与 7 成 比例 的 小 数 ， 可 分 离 性 [17. 11] 并 未 改变 , 并 且 类 
似 于 E17. 12], 我 们 得 到 | 


a - 
a TE Tai v. (À—r* —2eV(r))o,—0. [17.14] 


这 方程 式 的 本 征 值 对 士 还 是 二 重 简 并 的 ， 为 了 消除 这 一 简 并 ， 
我 们 必须 引进 磁场 . 
现在 , 我 们 要 求解 方程 式 [17.12]。 因 为 ? 在 物理 上 的 容许 范 
围 是 0<r 委 ce， 通过 坐标 变换 
r=x, T= T, r? 一 2z.9 [17. 15] 


Or or 
我 们 可 以 简化 [17. 121 式 ， 于 是 得 到 


O ”美文 译本 是 (ho90)-1V(7)} 一 (112)7: 十 se 六 Cr}、 训 果 从 §16 路 [16.19] 式 起 ， 
4rhos—1, 那么 [17.13| 式 应 写成 F(7) 二 (112)7: 十 e 玉 (r), 因而 与 惩 文 原本 一 雍 , 一 一 
中 译 者 注 
* 66 > 


Eri) eta ooa) (2-32) 


Ox? da 
d'v,, dv, m?, ATE, 7 
a cuu az 4 Us 0. E17. 16] 
用 dg/dz —s' 和 下 列 诺 代 换 
v= 1 2 -2 /2g, [17. 17] 
t 一 pe 开 /2 1 d 2-3) 
vo,—e6 7x fy "(os 2 jv 


H. or/Baemi/2 bun m lY, m (my | 
a E g +2( 3- 3» 2a T Aog 3) ap 


我 们 可 以 把 [17. 16] 式 写成 


oj tg mio [17, 18] 


|omy"--(m-crl—a)y' Fky—0, : [17. 19] 

其 中 
b= 三 (名 一 -1). 
由 于 关系 式 [17.4], 我们 也 有 
n= 2 大 十 3 
我 们 来 探讨 md 和 是 整数 但 不 是 负 的 情况 .对 一 般 微分 方程 [17. 
19] 的 论述 共有 天 = 0,1,2,… 时 才 得 出 物理 上 有 用 的 和解. 
下 而 我 们 要 讨论 求解 方程 式 [17. 19] 要 用 到 的 某 些 国 数 . 

b. RENSAR 


k i k 
LG) e E ate) Dohi pen- entia”, 


[17.20] 
并 旦 它们 满足 站 -0 的 微分 方程 [17. 19] 
» 67 « 


二 《1 一 全) 到 4 HkL,—0. [17.21] 

例如 , 3x TA ARER 4 URS SEES 
f(z, 2) c T: r „expl ze 2)] 
来 证 明 . dE 17. 35] 式 中 我 们 将 全 面 地 推导 出 这 个 母国 数 . 对 
和 4 微分， M hy 得 出 
—kL,-,— —kL,., [17.22] 

Lac REI S) P L,.. [17. 23] 
由 此 立即 得 到 微分 方程 [17, 21] G6 17. 23] RGB ff La- RACIT. 
22] 式 ,并 用 关系 式 Li 一 (DD 二 一 (十 DZ IB Luo. 

用 定义 | 


m d" 
I= Tbe [17.24] 

通过 微分 517. 21] m 3X, 我 们 得 到 
z(LP)'--(mcl—ax)(LP)--(b—m)LpP-—0. [17.25] 


- 如 果 在 这 个 方程 式 中 用 十 mr ikk, 那么 我 们 正好 得 到 微分 方 
程 117. 19], 这 就 证 时 

d? 
dg” 


Lp. 


[ME [17. 26] 


WE m0g[17.19]X T. 
所 以 ， 方 程 L17. 16]( 以 及 我 们 用 以 人 手 的 对 应 方程 [17. 12) 
的 解 是 
vm 二 常数 x eto"? ph (x), [17. 27] 
我 们 将 在 [17. 38] 式 中 妇 一 化 这 个 解 . 3E ELTE 17. 570 式 中 把 它 
推广 到 超 几何 涯 数 中 去 . 
Lp. 是 正 交 国 数 集 ; 即 , 它们 满足 


© XWokIRI[17.373. 一 一 中 译 考 注 
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[EnEn de=0,; kak, 0 07.28] 
无 论 何 人 通过 运算 都 能 确信 这 一 点 . 
把 从 函数 论 得 来 的 著名 公式 


feai nfa mt ar 39] 


应 用 于 f= rte, Rh ko, C 是 一 个 围绕 zx 的 圆 ， 并 用 [17. 
20], 我 们 得 到 


L= ek et dt [17.30] 
: 2zxij (t—2)) ^ i 
用 一 上 十 盆 代 换 i, 上 式 可 以 写成 
Lashe (& —2)* t7 5 *»dt. [17. 31] 


Hl kom fe k, HHI x RA m, RIBBE 也? ,类似 的 表 
XX: 
i 4m 


a 
l 


"dz" Lyon 


ES gtg tnt 
X zzi e'(t—z)'t di. (17. 32] 


[d 


我 们 要 用 这 个 实用 的 积分 表示 来 推导 拉 盖 尔 多 项 式 的 母国 数 : 
fa, 2) = EAOn- EL PE [17. 33] 


我 们 可 假设 1z| 二 1; 在 这 样 情况 下 , 保证 级 数 在 三 充分 大 时 收敛 
| E .| z| «1. 
计算 得 出 


Em ( 1 EU 1 : d 
fiz, z) ie (NE £ -ai 中 e t—(t—z)s 
i^ 
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[17.34] 


被 积 国 数 在 上 一 一 (zz)/(1 一 2) 处 有 一 个 单 极点 ， 所 以 积分 等 于 


Bi 22i fit, 


， cz 
2riexp| 二 2 


和 而且 最 后 的 结果 是 


f(x, 2)= 2 .Lexp[ —22/01—2)] 
k-0 


1—z 
只 要 把 上 式 对 z 微 分 办 次 便 得 到 LT s 的 母国 数 ; 


so, -(— prgn xpi — ez! (1—2)] 
E . 


Sm (1 一 2)” 

Fi km itik k, TEHE 
LP mCX) e 0, qqexp[—22/(1—2)] 
Zom Oo C 


c. LLT. 27] 的 归 一 化 


[17. 35] 


[17.36] 


现在 , 我 们 要 归 一 化 由 [17. 27] 给 出 的 方程 式 [17. 16] 的 解 


Vs) E 常 数 x we L Lr), 


[17. 371 


JFH.IHIBTUEBITERUIESE PE. RIMARRA HEA 


化 积分 ， 


| V, s UL SE =| The Lo mn TI Lp mT) ds — Nude, 
iu 0 


[17. 38] 


{ 象 刚 才 推 导出 的 母 函数 那样 ) 这 种 方 潜 完 全 可 以 普遍 地 应 用 .为 


此 , 我 们 用 如 下 形式 的 [17. 36] 式 
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Ly in CU) k! „el au O1 
之 和 yeu 


HELLT. 361, [17. 39] 式 和 e"e 三 考 的 乘积 对 yz 积分 : 


gét : 
E Dera) LD surda 


[17. 39] 


-| 


s”exp{—e(1—zt)/[A—t)(1—z2)]}ds 
IP yes] orexp[ 一 dy= aar 


» /—m—l " 
ier i Jeu cn = 3:8) as [17.40] 


k-0 


为 了 这 个 计算 ,我们 用 了 下 列 基 系 
tes l 1—2t' : 2 PES 二 
y Ia TY jy e"dy— mt, 


(^ 一 1 
co E ) 


Ont Dn t2):(md k) mth) 


[17. 41] 
k! : kimi 
比较 [17. 40]j 式 的 系数 , 我 们 发 现 公式 [17. 38] 28 
Nu CLEA pi (17. 42] 


. WE. O95, sum mk 的 zt tU KARME AX: 由 此 
得 出 正 交 性 . 
HE: 对 于 非 整数 的 os 我 们 也 定义 
(= aen. [17. 43] 
n nl l 


在 这 种 意义 下 , 公式 517.41] 是 正确 的 : 


(—9V, Qus a(a21): (十 3 一 1) P'(a-n) 
Ls y 1) ^ -PEER [17.44] 
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d. T 函数 的 一 些 性 质 
这 壬 我 们 把 今后 需要 的 天 卫 数 的 一 些 性 质 收集 在 一 起 ， 大 了 范 
_ 数 满足 著名 的 函数 方程 ; 


P(a4 1) 2l '(z), [17.45] 
» m 
rizr az) = VET [17. 46] 


mA z—5(n—-0,1,2, 5. Hi P POS 85 Tm ZERO 
Tn41jyca. (17.47) 
D(z)fg2—0, —1, 一 2，… 处 右 单 极点 ， 而 在 其 他 各 处 是 正则 欧 ; 
17 六 (2) 是 一 个 解析 超越 图 数 (超越 昱 殉 数 )， 态 图 数 具 有 欧 拉 积 
Fa+D=| eat, zt Re(2)>—1. [17.48] 


此 外 , 还 有 一 个 简单 ,有 用 而 优美 的 汉 开 尔 关系 ， 


ro aal, 对 全 部 2， o. [17.49] 


其 中 ， 积 分 路 径 C 绕 过 原点 
且 在 一 co 处 向 实 币 会 京 ， 刀 
图 17.1 所 示 ， 两 个 积分 表 
示 中 任 一 个 可 以 用 [17.46] 
Athai., BIET. 45] 式 , 关系 式 


Py Gono ot o 
Dorm) y+ (TR) 


[17.50] 
也 成 立 . 
e. 合流 超 几 何 函数 
一 般 的 微分 方程 (参看 517. 19] 式 , m 19 y, k>a) 
| zy" (y —2)y —ay 0, [17.51] 
(Kha, v, nz 可 以 是 任意 实 量 或 复 量 , ) 导 致 合流 超 几何 函数 
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Fla, v, 2), 它 是 一 般 的 超 儿 何 函 数 (a，B，y，z)? 的 一 种 极限 
情 识 ， 

Fía, y, 7) - tinF(a, B, Y, 3) 
首先 , 我 们 要 推导 一 种 超 几 何 函数 的 积分 表示 , 然后 考察 其 渐 近 行 
为 ， 我 们 用 级 数 


yc a (17. 82] 
”作为 斌 解 来 类 解 117. 51] 式 ， 颖 较 x" 的 系数 , 我 们 得 到 递 推 公式 
CERD 4 d y od-1)8,,,—58,— a, 0, 
CM SON JN E [17. 53) 
为 了 使 这 解 不 恒 等 于 零 ， 我 们 必须 假设 27-0. i [17. 53] 482 B 
看 出 ,对 y=0 和 负 鉴 数 , 不 在 在 [17. 53] 形式 的 解 ， 如 果 设 av= 1, 
”那么 解 为 


Peur Ta T "pt 2 
po Ae MGE nu Date. — DITE) 


nyir 1 Dee (p F2—1) 
对 于 a — O0, —1, —2, t —k, NETS 2 HE, 这 意味 着 F(—k, Ys z) 
是 一 个 多 项 式 ;我 们 立即 看 出 , 对 y 三品 十 1,， Ek Eea 


© ”用 超 几 何 级 数 


alt tbt) 
To bo I:c^ ^ 7 Zie(ed D) 


定义 一 盘 超 儿 何 函数 ， 其 中 全 部 三 可 以 足 揽 量 . 对 12s| 过 1 级 数 是 绝对 收 笋 的 , 但 对 |z] 
之 1 是 发 散 的 ; 如 果 Rear b — e) «0, WDR] 2! — 1, EE EEI k. A JL [o ER i 
足 方程 式 


ghe, 


sd Dg da buc 
z(1 Dat]. (ab tr15z ai abu: 0. 
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尔 多 项 式 ， 
用 [17. 44] 和 [17. 49] 式 可 以 把 这 个 解 变 换 成 一 个 积分 : 


P Sue of 9Y 0x» 
F(a, y, £) ro» » ) 5 


-ro EB) 


n~0 


为 了 使 级 数 收敛 , 必须 里 求 


£a, [17. 55] 


这 意味 着 积分 路 径 C( 人 参看 公式 [17. 492) 2 PH c 点 和 原点 (图 
17. 2), 
用 二 项 式 定理 ， 


Ls —QN:. n 5 a 
26 GS -06-2) ^ 
我 们 得 到 图 17.2 


J DG» £am-7 a -Q 
Fo, y, 2) sa AL (1 —2)'*di. [17. 56] 


-~ 


把 

y=m+iİ, a= —k 
代入 这 公式 (在 这 种 情况 下 , [17. 51 TAREAS 17. 19] 式 ), 我 们 又 得 
到 [17. 32- 式 的 拉 盖 尔 多 项 式 ;唯一 的 差别 是 它们 的 归 一 化 硕 同 : 


T 2f 13% 
L” Q49(r:)- etm (—1) zn 


| e'd- OD (i g)*dt 
C 


ktm ; 
-co( - Ju mp met z). £17. 57] 
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现在 我 们 要 核对 我 们 导出 的 解 [17. 56], 实际 上 满足 合流 超 儿 
何 国 数 的 微分 方程 [17. 51]j， 为 此 , 我 们 写 出 恒等式 i 

sF" 4 (y—z)F'—aF 

2o Fe 一 [17. 58] 


a 


借助 于 [17. 56] 式 和 关系 式 


ipa? S ~a (—«)(—a—1) | 1,,& , 
e't t —x) f (D ztCy 2 al 


= e't (4 — r)a ej a Di Grind 


Ca d TIEUE _ Y-8- 
zer i !(1 x£) 1», 


可 以 立即 把 它 推导 出 米 . 我 们 知道 , 各 分 路 径 C( 参 看 图 17.1) 从 . 
一 co, SE ER, 又 回 到 一 cp. 然而, 在 端点 一 名 处 , 积分 为 零 ， 所 
以 恒等式 的 右 端 等 十 零 ， 这 便 证 明 满足 这 方程 式 了 . 

如 图 17. 3 所 示 , 如 果 把 积分 路 径 C 拆 开 , 那么 , 我 们 有 


ee 


其 中 


lé e'1*7(£—2) "dt. [17. 59] 


Cs 
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根据 [17. 58] 式 , 因为 积分 的 端点 全 部 是 在 一 c9 处 , 因此 Fm Fed 
是 微分 方程 [17. SIHR. BE, REELT. 56] 式 给 出 的 解 分 
解 为 两 个 独立 的 解 PF 和 Fs， 如 果 一 “= 二 0，1, 2, …， WA, A 
点 处 最 多 有 一 个 极点 , 并 且 
F,—0, F-—F, 
AUT ymo lh KLARERE AR. 39 — 35 6s 如 果 原 
点 是 正则 点 ,意思 是 4 一 ERJ HS TE fti MA, 我 们 得 到 
| F-0 | F-F, 

f. 合流 超 几 何 函数 的 渐 近 行为 

借助 于 刚才 引进 的 积分 , 我 们 研究 FC, p, DEK Ie btt 


为 . 
首先 , RIHAR Fo FALT, 我 们 可 以 用 展开 式 
T (LL -a ES v 
a-2r*-co71-i) 
= -»"(1 -+ ai n =} -17.60] 
由 [17. 49] 式 
1 
zil, e'i*-'dt = =F roa [17.61] 
并 利用 [17, 45] 
1 1 
PcaD Poco "5 
我 们 得 到 
y) a(a&—v»-1),.. 
F,= Pt BC z)- d DUEIYLD. l [17. 62] 


然而 , 在 这 个 推导 中 的 其 一 点 上 我 们 "被 驶 "了 , 因为 仅 在 积分 路 径 
参看 图 17. 3) 的 一 部 分 上 满足 展开 式 [17. 60] Pe S PR AE t/a] < 
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1， 所 以 我 们 这 里 不 得 不 涉及 所 谓 渐 近 级 数 @， 我 们 在 这 种 级 数 
中 一 定 不 要 取 太 多 项 ; 否则 近似 程度 反而 又 变 差 了 .对 于 ?一 % 是 
fa Sex, 由 渐 近 公式 [17, 62] 也 能 得 到 F= 0. 
的 展开 式 是 完全 类 似 的 ， 我 们 只 需 作 代 换 
Ü—r—r, 
便 得 到 
F,(a, y, je Oe "s e'(x-Lv)* r "dr. [17. 63] 


如 果 在 被 积 函 数 中 用 (一 >》) 代 换 一 g， 和 一 z 代 换 十 +， 这 积分 在 
形式 上 和 [17. 59j 式 中 的 一 个 积分 相同 ， 抽 这 些 代 换 ， 出 [17 62] 
式 我 们 可 以 立即 写 下 这 个 解 | 

F(a, 0, 2) -Te rd fı Hamoa Jj: ^d 


[17. 64] 
当然 , 这 也 只 是 一 个 新 近 级 数 . 对 拉 盖 尔 多 项 式 的 情况 一 5 一 & 一 0， 
2, … 区 得 到 F,—0. 


用 渐 近 公式 
idi od (—2)-* 
ere atte [17. 65] 
并 用 
y-mal ah, (17. 66] 
我 们 就 可 以 写 出 平面 谐振 子 的 解 L17. 277, 
[NE EPIS Rt (17. 67) 


D ”关于 这 个 论 是 更 详细 的 资料 , 参看 , 例如 E. T. Whittaker 和 G.N. Waston, 
A Course of Modera Analysis (Cambridge University Press, New York, 
1920). 
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对 于 大 的 2 


Dunet" qitke-i/h 


ko me 
PF(m-clcE) 
au ipn C PD, [17. 68] 
在 解 [17. 67] 中 , xz 是 实 量 ( 参 看 [17. 15]) 由 此 得 到 [17. 68] 式 中 
第 二 项 对 大 x 蚌 发 散 的 .山寺 这 种 原因 , 物理 上 可 能 的 解 ( 即 ， 正 


交 的 和 可 归 一 化 的 ) 中 唯一 容许 的 本 征 值 足 坟 = 0,1，2，…。 于 是 
平面 谐振 子 的 渐 近 解 旦 


~-grti 
Verme 


x m! Ce Pe 
Fam r1f5 x e è [17.69] 


$18. WEF 
G。 球 坐标 波动 方程 的 分 离 变 量 
AEJC125 EU 98 V (Cr) 的 有 心力 场 的 功 定 请 方程 
A o. A z 
~m V We u, [18. 1j 
HERRER n, 8, o 写 出 , 用 众所周知 的 公式 
w=7singcosm 


y=7singdcosp i [18. 2] y 
z—rTcosU 图 18.1 


把 它们 和 笛 卡 玫 坐 标 m, y, z( 图 18. DEAK. WA, mai 
算 符 取 如 下 形式 


1 ð R Ju 1 J? y 
了 lu ("i [18. 3] 


假设 到 
u=v(r)-Y(8, p) E18. 4] 
的 形式 ， 方 程式 [18. 1] 分 离 为 径 向 部 分 和 与 角 有 关 的 部 分 : 
if 1 9/. .9F' 1 F 
D rig Q^ end a6 j+ sin?f yo- 
因为 这 个 方程 式 的 左 端 仅 和 7 有 关 ， 而 右 端 却 仅 与 d 和 gp 有 关 , 所 
以 可 以 使 两 边 等 于 常数 14 并且 分 离 成 : 


age -ols — n&& 


[18. 5] 


7? dr 
1 93/. dF \: 1 2Y 
sg TEOL JHar apr Aro. . [18.7] 
FRAL. 7] 准 一 物理 上 有 用 的 解 是 
i-d(03)- $2045 [18.8] 


COETITTIBACOMETEDEERPETTITITETI 
ERR 而 准备 在 练习 (参看 $ 43) 中 更 详细 地 涉及 它们 。 
b， 球 谐 函数 | 

我 们 现在 用 条 件 [18. 8] 写 出 和 角 有 关 的 微分 方程 为 = 


1 9/., 197 1. oF -o 


这 个 方程 是 根据 有 心力 场 的 要 求 而 得 到 的 ; 然而 ， 它 是 和 势 了 (7) 
的 具体 形式 无 关 的 ， 我 们 用 试 解 

Y (8, o) - 6(8)e'"* [18. 10] 
求解 这 个 方程 , 其 中 单 值 性 的 要 求 导致 名 是 整数 值 ， 这 样 , 我 们 得 
到 微分 方程 
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1 d dg 
sind ag Cintas 36) 


2 gt? [18. 11] 


用 代 换 
g= cosh 
609) - y) E um 
sin$dj = 一 dr 
sind 08 — (1 -a*yy' k: [18.12] 
方程 式 变换 为 


(1 --22)y" ~ 2zyy' Has )-; 


iX P2; fex a fig T DUS LA TOES 


IUE 0. [18.13] 


POJA Aa 1. T [18.143 
A epe Bom d^ ift kt 85 28 fF Ab 


—ixims 4l. [18.15] 
把 公式 这 样 归 一 化 , 使 得 
Pn"(1)= 1. [18.16] . 
把 公式 [18. 14] 应 用 到 正 的 以 及 负 的 六 去 , 我 们 得 到 . 
m -m i E mitm}! ] 
PPE cnPr™, Zim 一 (一 1) T —m) [18. 17] 
关系 . 所以, 原始 的 微分 方程 [18.9] 的 解 是 
Finit, 9) - Pl'(cosd)e"*,. . [18. 18] 
函数 了 im( 或 单独 PT) D TUER RR D c" T c 
ERREARI MARASA SOS. h REI f A 圈 所 分 开 的 四 
DEMOK. A Yoo Pr, 简写 作 了 , 和 Po 称 为 带 谐 函数 ， 
”因为 它们 用 其 节 线 把 球 划分 为 不 同 呈 的 纬 带 . 由 于 归 一 化 [18. 16] 
A, PCzZ) 是 日 让 德 多 项 式 : 
zi $0 >» 


球 谐 函 数 了 ,(# wp) 是 117' RED m, yz 的 1 次 多 项 式 , 它 满足 拉 


普 拉 斯 方程 : 
Y (8, p) Aapa, VH, 0. 


Y ,(0, p SE HTZR 4E JC ELE 2E HAN Y (8, p) ROT: 


Y,, 9) ma po bnY nml, p). 


归 一 化 积分 的 值 是 
Nz=|(Pp(z) vase Cm. 2 


(—m) 26 


用 这 个 值 我 们 得 到 归 一 化 的 球 谐 函 数 
Find, 9) . Pr(cost) i expLimo] 


ANT M 2a 
c。 径 向 微分 方程 的 解 
由 于 条 件 [18. 8], 方程 式 [18. 61 变 为 
S ro eg es Vr) CEDE Mo, 
本 征 国 数 o 满足 正 交 性 关系 


[vt vgr'dr—0 对 E'E,QU-I, 


(18. 19] 
[18. 20] 
[18. 21] 


[18. 22] 


[18. 23] 


从 微分 方程 看 出 , 对 于 在 有 心力 场 的 径 启运 动 , 形式 上 存在 一 个 附 


加 势 
LG DAI /2mr!, 
dui 


P?=1(1+1)%?, 
则 这 个 表达 式 是 类 似 于 经 典 离心 力 的 势 ， 


€ P? T 
FY) 。 (P-fümbED 


2mr* 
这 给 出 粒子 的 量子 数 ? 和 角 动 量 |P! 间 的 一 个 重要 关系 . 
为 了 求解 径 向 微分 方程 E18. 23], 必须 明显 地 给 出 势 了 (z). 我 
们 选取 库仑 势 为 例 ; | 


VO) = frt, [18. 24] 


其 中 el 二 +Ze {ZZ 二 原子 序数 )， 
a OE (e — ok ius d sf, 
并 得 到 


(ro) 4-27 (sce eye ro) - X ED (e) =0. (19. 28] 


我 们 的 目的 是 用 波动 力学 描述 由 一 个 电子 加 上 原子 核 构成 的 
系统 ， 为 此 , 我 们 应 该 用 与 两 个 粒子 的 六 个 坐标 Si Yis Zi Te Yes 
2, 对 应 的 薛 定 订 方 程 ， 因 为 势 仅 和 相对 坐标 有 关 ,，『 Vn t 
i— Jas ?1 一 22), 这 一 醉 定 谊 方程 (类 似 于 经 典 力 学 ) 能 分 离 成 一 个 
描述 质心 运动 的 方程 , 加 上 一 个 确定 两 个 粒子 相对 运动 的 方程 式 . 
后 一 个 方程 在 形式 上 种 质量 为 ;的 粒子 在 势 了 中 运动 的 送 动 方程 
一 样 , Kp miU E RR. 


Luxe [18. 26] 


JE pre Bom Cfi fofi P. 它 实 际 上 等 于 oar) 代 人 [18. 2813 
并 求解 这 个 方程 式 ， 便 能 确定 电子 和 核 作 相对 适 动 时 的 能 量 本 征 
值 和 杰 征 畏 数 ， 
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为 此 兵 的 , 我 们 引进 无 其 网 的 量 上 和: 


T= D, E= els, [18. 27] 
a RFB) 
"^em 
: [18. 28] 
pem. zu DET a, 的 能 量 ) 
用 这 些 量 我 们 得 到 
d" | 2 Ir 
COE (e+ "m Je: 0. [18. 293 
对 于 小 的 p ,我 们 可 以 立即 验证 这 些 解 | 
p^ p!, vp 5 . [18.30] 
对 于 大 的 0, RF 1/p 和 1/p? 阶 各 项 ,得 到 
v~ ET [18. 31] 
p 


求解 微分 方程 [18. 29] 的 一 种 方法 是 用 震级 数 作为 试 解 ; 然而 , 我 
们 想 利用 我 们 的 超 几 何 函 数 的 知识 .考虑 到 部 分 解 [19.30] 和 
— [18. 31], 我 们 令 

: v=p'exp[tpv—eJ'otp) [18.32] 
作为 试 解 , 其 中 对 于 p->0,@(p) 应 该 保持 有 限 . 如 果 我 们 把 @ 的 
微分 方程 ( 先 用 一 4e pR) 


d'o e+ do 


pE EDV E=, 


- [18. 33] 
ARULA Fla, y,w) 的 方程 式 (参看 [17. 51)) 
dF dF 
Sat) SF- 0 [18. 84 


比较 , 如 果 令 
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1 - 
a= ttl +1, . [18.35] 


y—-2(0 +1), [18. 36] 
r= T2p4/—e; [18. 37] 
我 们 君 出 它们 是 完全 棚 同 出 ， 这 样 ,@ rH 
oi X 
x (7 E120 D, F2pV Te). ~ [18.38] 
DE 


给 出 ， 如 在 [18. 30] 式 中 我 们 猜想 的 那样 ， 由 竹 级 数 展开 式 
[17.54] 


Fla, y, 2) 1p S abun, 


得 知 ( 对 于 小 的 p) 解 [18. 32] 的 确 是 从 p! 开始 的 . 

为 了 进一步 讨论 , 我 们 必须 把 e<0 和 e>, Me 
是 实数 和 虚数 两 种 情况 区 别 开 来 . 
d、 第 一 种 情况 : < 一 0. 分 立 能 庶 

我 们 始终 取 士 二 < 的 下 端的 符号 ; 这 意味 着 在 [18. 32] 式 中 
取 负 号 ， 上 端的 符号 不 能 导致 物理 上 可 能 接受 的 解 ， 因 为 归 一 化 
积分 是 发 散 的 . 

用 518. 35], (18. 36], [18. 37] 式 , RI b n 


1 ; 
mcd em -b, [18. 39] 


Wh, HFK p, RIIIE Fla, y, 2) 的 浙 近 公式 [17. 65] 58 
X 


idis AT Ep EHI STERN 
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由 于 第 -项 , 对 于 一 co 这 个 解 是 指数 地 趋 才 无 限 大 ;这 种 行为 县 
和 门 题 前 物理 过 舟 不 相 容 的 .我 们 必须 要 求 这 项 竺 于 专 . 这 意味 
着 必须 要 求 

n, —0,1,2, *--, [18. 41] 
于 是 我 们 得 到 解 L[18. 32] ERRA 

v--exp[ — pv —e] - p! ^^ *** [18.42] 
按照 公式 [17.57]， 条 件 [18. 41] E E EL S F (o, y, 2) 38 75 
较 简 单 的 缔 合 拉 盖 尔 多 项 式 ， 

nn 一 常数 FCR, mtl, 2). [18. 43] 

. 所 以 , 按照 试 解 118. 32], 径 向 微分 方程 [18. 29] 的 本 征 函数 是 


t p +1 
o= p'exp| = pyr its irs 人 TFT ) 

可 以 用 类 似 于 平面 谐振 子 的 本 征 函 数 的 归 一 化 方法 进行 妇 一 化 . 
1， 景 子 数 . 能量 的 本 征 值 和 简 并 度 、， 用 


* 9 c9 59 52 52 0 c3 1 


n- 7 -neEUHL, [18.44] 
AOCER Mes, EMINA KELIS AIMA: 
usb s (18. 457 
——rÓDP rpm 
| sodio 5i. [18. 46] 
从 [18. 44]fi[ 18. 28] 式 得 到 能 量 的 本 征 值 ; 
eB 一 让 Pe. [18. 47] 


用 这 些 结果 我 们 可 以 写 出 著名 的 巴 耳 未 公式; 
h» —E'— E", $ v= Be l _ 2 p. Z'e'm. 


Zr n"? 


值得 指出 的 是 , ZI TIE TELE JF 20 ST 1 06 RCM P LE 
89 L, 我 们 已 经 看 到 , 存在 2 十 1 个 不 同 的 球 谐 国 数 , 或 醉 定 讶 方程 
。85 ， 


[18. 11 的 本 征 陵 数 .对 于 在 一 个 完 爹 任意 的 有 心力 场 V(7) 中 出 
HEU 十 1) 重 简 并 度 , 必须 增添 和 诺 仑 场 有 关 的 % 重 简 并 府 [18. 
46]. 这样， 我 们 得 到 一 个 具有 主 量 子 数 % 的 态 的 全 部 简 并 度 gas 
E L [18. 48] 
在 以 前 已 求解 的 各 种 情况 中 ， 无 论 在 哪 种 情况 我 们 都 未 发 现 过 这 
我 们 注意 , 基 坊 (az=1,! 一 0) 是 非 简 并 的 ， 此外, 因为 = — 1, 
在 这 种 情况 下 , 解 变 为 
u— EB xe. [18. 49] 
2. 消除 简 并 的 例子 ， 一 个 碱 金属 原子 的 价 电子 在 有 心力 场 
中 运动 ， 然 而 这 有 心力 场 和 库仑 场 不 完全 一 样 。 结果 消除 了 库仑 
场 3i 起 的 % 重 简 并 ， 并 且 价 电子 的 第 % 个 类 得 能 级 分 裂 为 个 能 
级 .如 果 存 在 外 磁场 ， 我 们 得 烈 另 一 个 例 了 .磁场 完全 改变 了 原 
米 有 心力 场 的 特性 , 结果 第 ?个 能 级 分 歼 成 %* 个 能 级 . 
2， 第 二 种 情况 :>0.， 连续 能 谱 
我 妇 来 描述 “ 自 出 ?粒子 的 情况 ， 用 [18.38] 式 和 下 面 假设 
M —e--ci/e  《〈 正 根 ! )， [18.50] 
我 们 可 以 把 解 [18. 32] 写 成 
olp) - 常数 x p'expL— iv s pF (+1 +1, 20 十 2， 
2ip/ e), P$ [18.51] 
其 中 我 们 再 次 限定 用 -上 e Bü PUES, SDEE d ET hi 
n | 
kh ^ /2mE, [18.52] 
导致 关系 式 (参看 [18. 277) 
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NE EE 

Fas A e -JE 

vete (ama) 
因此 可 以 把 解 [18.51] 写 成 较 清晰 些 的 形式 . 
olr) =% x (hr)'e (让 L1, 204-2, 2ikr), [18.54] 
事实 上 , 这 个 解 实 际 上 是 实 的 ， 为 证 明 这 点 , REEE S AARS 


, [18.53] 


FP=F,+F,, : [18.55] 
”并 对 下 用 积分 表示 [17. 597] 
F, s Cht 2) xf i (p — Bir) GI not nidt, 
HN [18.56] 
例如 , dn de Fs 的 考 达 式 中 用 代 换 
t54—2ikbr [18.57] 
那么 , BU FR TS C. 和 C. 相 问 , 由 此 立即 得 到 
e PF F,—(e-**pE)*. [18.58] 


XX FE, 我 们 可 以 写 出 
eitt P= er E, (erit p, 
这 便 证 明了 土 述 的 断言 . | 
现在 ， 我 们 要 研究 解 L[18. 54] 的 渐 近 行为 FH[18.58]5&, F, 
的 渐 近 公式 [17. 64] 式 ， 以 及 [18. 35] 到 [18. STIAM: 53] 式 等 
关系 , 大 7 的 解 可 以 写成 
v(r) = dE Ex (krye "FU 


I'(2l: z :2) *ikT 1-13 
* TUGIka) FUIT] er) et ET 2a ) n7 
T SES, [18,59] 
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2itr=exp| ner) i4] 
和 
(2ikr)G/570-1-1 —-1- (Rr) exp| e Inn) | 
ka, 


x exp| + izi =i 
我 们 也 可 以 把 这 个 表达 式 写成 


Lo (21 +1») 
OSERE TTA an LFT] 


I ; i sT 


kr 
l m : ; 
X gin exp| xia; | AO, [18. 60] 
JB DC ESTER 
rT( 志 + $ 1)- |I JexpLio(L, kas)] [38. 61] 
(其 中 oo 是 六 函数 的 相 ), 最 后 , 对 于 Ero», 我 们 得 到 
E (2L4-1)ı  exp[—z/2ka] 1 
olr) 一 常数 xx 5 rint EIT Er 


Seos fertik) 4:1)—o(t, kao)!. [18.62] 


实质 上 , 这 给 出 一 个 球面 波 的 解 , 然而 ， 它 包含 位 相 的 一 个 对 数 修 
下 项 ， 修 正 项 的 作用 是 使 波 函 数 在 大 7 处 的 位 相 比 kr 变化 得 更 
快 ， 这 种 库仑 场 的 典型 性 的 修正 在 经 典 理 论 上 也 能 证 明 是 正确 
的 . 

对 于 多 =0, 即 对 于 1/ao= 0( 参 看 [18.28])， 由 [18. 62] 式 (也 
参看 [21, 10]) 得 到 自由 粒子 的 解 . 
我 们 将 在 练习 (参看 846 ) 中 证 明 , 按照 


a R8 e 


[wiv rdr = ók —b) [18.63] 
o 


的 归 一 化 便 导 致 归 一 化 渐 近 公式 
TORNE- 


aaite l fi 
x sin kr 十 Rn(2t7) 一 到 1 c, ka,)]. [18. 64] 


HE: 从 上 面 的 公式 很 明显 地 看 出 ， 正 能 态 (e>0) 是 无 限 地 简 
并 的 .这 是 因为 对 于 的 一 个 给 定 值 ， 量 子 数 能 独立 地 取 从 0 
到 co 间 的 -- 切 值 . 
了 ， 波 动 方程 在 抛物 线 坐 标 中 的 解 

气 原 子 的 波动 方程 也 可 以 在 擅 物 线 坐 标 中 分 离 和 求 解 D， 我 
们 要 求 这 个 解 ， 并 证 明 ( 正 如 在 物理 基础 上 所 预期 那样 将 得 到 和 
球 坐 标 中 同样 的 能 量 本 征 值 和 同 樟 的 简 并 度 . 此 外 , 我 们 也 将 用 这 
个 解 来 处 理 散射 问题 , 并 且 推导 出 对 应 于 公式 [18. 62] 而 特征 更 明 
显 的 解 来 . 

抛物 线 坐 标 Ao An P 和 球 极 坐 标 
(图 18. 2 ) 的 联系 由 下 式 给 出 
À —Td4z—r(ldcos0) 


A=r—z=r{l— cos) ?. [18. 65] 
q-9 
另外 ， 我 们 有 
r=} (4+4) 
“= 二 (4 一 2) [18. 66] 


g?- r*—z*— AA 


Q £8. A. GERE: "IER rn B8 d SECRREAC ("Uber die Beugung und Brem- 
song von Elektronen,” Anr. Physik 11, 26801931). 
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这 时 用 [18. 27] 式 给 出 的 无 最 纲 华 标 e=E/E, 和 p=r jao 我 们 立 
即 写 出 具有 库仑 势 [18. 24] 的 波动 方程 [18. 1]; 
Vi +(e + 全 ja 0, [18. 67] 


直面 , EERE, 我 们 还 是 用 无 景 纲 的 抛物 线 坐 标 ， 作 
RE ror [as ZZ [av 由 公式 [18.65] 和 [18. 66] 得 到 这 些 结果 ， 
为 简单 起 见 , 我 们 也 称 这 些 无 量 纲 量 为 4 和 A. 
2. 波动 方程 118.67] 在 扼 物 线 坐 标 中 的 分 离 
在 这 种 情况 下 , 长 度 苑 的 平方 是 (无 量 纳 量 ! ) 
TERT a’dg? 


7 L 41; (dà t AdA't t (dà —dA,) A A dg 


ms |- Aa íd2i dà? (3 Lo 2 
LEE d LIU ed ág^l. [18. 68] 


实际 上 对 于 正 灾 坐标 , 不 存在 混合 项 ， 可 以 证 明 吕 , 在 正 交 曲线 坐 
标 Ti, zz, ws 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 的 普遍 形式 是 


r pen 1 0 EAT Ju 1 a ese Ju 
VY rear az €i ds) elezey OreN es js.) 
1 9 /ee gu 
€,€5£4 x és d) [18. 69] 
并 有 | 
3 
ds* — S et dw?, dV = e,;e,esdx,dz,dz,. [18. 70] 


k=1 


在 我 们 的 情况 下 ， 这 导致 
Vu- LL DAC 31) a a) 
上 7 上 
TUE 


Q 28: W. 泡 利 , dy 理学 讲义 : nz) Jj"ECM. E. T. Press, Cambridge, Mass. , 
1972). 


. 90 。 


Ju 
元 ae [18.71] 


用 这 一 结果 , 我 们 可 以 把 抛物 线 坐标 中 的 波动 方程 [18. 67] 写 成 


à du du 
AG da) a Cox) (TtT 


S A nuce. [18.72] 
用 试 解 
人 [18. 73] 
p dbi 


m HAE FE we à A [18.75] 


其 中 参数 及 是 任意 分 离 常数 . oce 
16] 式 的 形式 , 现在 把 它 写 


Gf i E (n, m e -0, i—1,2, [18.76] 


(4/4 n,4- (m -1)/2, kn, 2p e 
fU x i "te "Lgs (2) 
= i e ox gme TOF — —n,m-i,cv) [18. 775 
Ax Ji ORME TER SACER L1T.27]5). Hom, mim 
对 应 于 抛物 线 坐 标 1 Xs 和 的 量子 数 . 
h. 分 立 能 谱 (6-0) 


令 
EAM —& (v — 260) [18. 78] 


并 且 这 样 选取 及， 使 得 
于 (1 1)- s= amt 


g U20 ent) =o, 12, e) 


m-4i 


[18.797 


* 9] * 


可 以 使 [18. 76] 式 与 [18. 74] 和 [18.75] 两 式 一 致 ， 由 此 , 立即 得 到 


dX —e(ni tn: +m-+1). .  (18.80] 
JH n-—r 4nd m--1 (n—1,2, =} [18.81] 
Ais 8f LAS 
1 
e-—— o [18. 82] 


的 形式 ， 它 对 应 于 已 得 到 前 能 量 本 征 值 的 表达 式 [18. 47]. 此外， 
我 们 得 到 . 
B en mn) ==, [18. 83] 
现在 可 以 把 解 [18.73] 详 细 写 出 (z 一 4;7m): 
x Laen, (A etim [18.84] 


注 : ” 当 存 在 外 场 了 时 , 抛物 线 坐 标 中 的 波动 方程 也 是 可 能 分 
离 的 , 这 时 [18.1] 式 中 的 势 V 加 上 一 项 
常数 x (Fz). 
其 唯一 后 果 是 ， 已 分 离 的 方程 式 [18. 7 和 和 [18.75] 分 别 得 到 附加 
十 常数 x43fiF 和 一 常数 X23f,7. 
如 果 五 是 微小 的 , 可 以 用 玻 恩 近似 法 近似 地 求解 这 些 方 程式 (参看 
$24)， 一 个 有 趣 的 结果 是 , 在 第 一 级 近似 中 , 能 县 本 征 信 为 


二 一 洁 十 常数 x Qu o n)nF. 


《第 一 级 斯 塔 克 效 应 )@ 


D F 0l da. A 案 末 非 , 原子 结构 和 光谱 线 ? 第 二 卷 (A, Sommerfeld, Atom- 


bau und Spektrallinien, vol. 2. ) 
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i. 连续 谱 (s>0) 
现在 我 们 恢复 通常 的 单位 ; 即 用 4; 代替 aua; OC nn A; 为 无 量 
纲 的 量 )， 象 [18. 52] 式 , 我 们 引进 波 数 4, 并 借助 于 [18.53] 式 ， 
Me= 二 iV e = F ika [18. 85] 
《对 于 指标 1, 用 上 端的 符号 ), 把 条 件 [18. 79] 写 成 


go c iba( v TL) 


ia-5- ib v. eS 


(18. 86] 
两 式 相 如 得 出 


g 一 Vi Ra . [18. 87] 


其 中 (和 不 同 )a; 不 是 整数 ， 用 这 种 记号 , 微分 方程 118.72] 为 


X e. )* xz (^)- t 


HEt) + 二 和 = [18. 88] 
ü 
— Ji HEB RUE Cr F ikh) 
4 二 常数 x exp| ik ips g^ joa, AD" "P (a, m--1, — ibÀ,) 
ud m —1, ikÀ, jesies, [18. 89] 


在 这 会 式 中 , 我 们 已 用 一 & 代替 尚未 确定 的 v. 

广 : ”我 们 的 所 有 公式 和 表达 式 都 是 对 正 a 写 出 的 ， 就 是 
说 , 对 吸引 力 来 说 的 ， 在 斥 力 的 情况 下 ，(〔 只 有 e>0 才 有 意义 ) 必 
须 作 wo~> 一 Go 代 换 . 
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第 六 章 a um 


这 里 我 们 涉及 不 考虑 自 旋 相 五 作用 的 粒子 被 粒子 的 散射 .由 
上 一 章 连 续 能 谱 (e 汪 0) 情况 中 得 到 的 公式 便 得 出 这 问题 的 解 了 . 

现在 考虑 的 出 发 点 是 解 L[18. 89], HIRE # 方 问 和 传播 的 平面 
波 代 表 人 射 粒子 流 ; 当然 , 波 是 对 称 于 = 轴 的 ， 所 以 我 们 能 局 限于 
m=0 的 情况 ， 对 4=0 的 特殊 情况 , 我 们 将 证 明 , 解 [18. 89] 


u= gee exo Fad [rs 1 iha} cn 


可 以 渐 近 地 写成 人 射 平面 波 加 上 散射 波 。 Fao 的 一 般 情况 ， 
这 个 解 包含 沿 负 z 方 疝 传播 的 平面 波 和 入 射 球面 波 ; 这 由 超凡 何 
谢 数 五 的 渐 近 公式 [17.65] 谋 即 得 到 ， 因 此 , 如 前 所 述 这 种 情况 是 
和 物理 问题 不 相 容 的 . 

注 ; ”在 相对 论 性 的 情况 下 , 分 离 抛 物 线 坐 标的 波动 方程 是 不 
可 能 的 ， 特别 是 , 渐 近 解 的 这 种 简单 分 解法 也 是 无 效 的 ， 


§ 19， 散 射 问题 的 渐 近 解 
超 几何 函数 F Ci / kao, 1, ik4s) 的 渐 近 公式 [17., 65] 是 


pem 1 ; -iska Í ze 1 1 
F-Pü-ifa) "A9 | SENT] 
十 - an ZUG, raj PEA] (ikÀA,)- I5 ko. [18. ij 


在 这 表达 式 中 , 我 们 已 用 到 [17. 62] 式 给 出 的 第 一 级 近似 .用 [18. 
65j 和 [18, 66] 式 , 我 们 再 次 引进 球面 坐标 7? 20 d: 
。 94 » 


A,—7 T7422 


Ààj;— r— s r(1— cost) - 2rsin' 3. . [19.2] 


À1—À,4— 22 
ng if Zhi 5 iE, WAEIT ]A 


_ ,exp[ — x/2ka. ; l mf "ES »I 
u-—c TO ilka) fexp| i(xz E la ersin 5" 


xf i _ IO —ifka) 
( i) i (t/hao) 


El i( br De a (19.3] 


2kr siu? i? 
求 这 个 表达 式 时 已 用 到 
(—i) ^*^— on 
i en zi. EN 
(kA) E a ‘=exp| RN] 


为 了 进一步 简化 这 表达 式 , 我 们 使 用 公式 


PF(—ijka) 1 P(-—ijka) 
il'(ifka,) ka P'(1— ifkag) 


—gi-expt -2io0, bas), [19.5] 
从 饮 数 方程 , 
ES i553 
rl t=! (去 ) | [19.6] 
和 [18. 63] 中 (2&co) 的 定义 青 截 了 当地 得 到 它 ， 用 上 归 一 化 


exp[ —x/2ka, | 
(i—ifka) 


渐 近 解 [19. 3 就 可 以 写成 


=1, [19.7] 


2k?a2 z 
eTsin p 


2 1 1 "NS E i 
uexp| i(E2— i In(21rsin 2» i | 


expji LAE EU E aa: ta) |} 


2p [19.8] 
2k'ayrsin sig 
BER. RBS 这 公式 只 对 
kA;— 2kr sin? J> [19. 9] 


fi. 就 是 党， 除了 由 [19. SOPORTE FD RUNS DOSECIM 19. 1) 5h, 
在 全 部 空间 都 有 效 ， 
解 L19. 8] 的 最 低 阶 近似 为 


uc-exp[ iba] - f (a) PLE [19. 10] 


k(r—z)-1 


—Wk 
Lp: 


Æ 19.1 
的 形式 ; 就 是 说 ，x~- 人 射 平 面 波 十 出 射 球面 波 ， 在 迄今 已 用 它 计 
算 过 的 库仑 场 情况 下 , 对 位 相 必 须 作 下 列 代 换 ; 


"T3 in? lg 
kz—z im In(2krsin 2") 


- AE [19. 11] 
-— - Pc 1 LS 
kr—kr ar In( 2r sin 2 a) 


ESTRERR 
lim V(v):r—0, 
Wk AXE GERE ERAS HL, -MEIER S 46 我 们 将 
指出 , 对 这 样 一 种 势 , 属于 D 的 一 个 确定 值 的 波 函 数 的 另 ~- 渐 近 表 
示 可 能 是 
a ERG sin (er- 159). [19. 12] 
在 公式 [18.64] 中 , 我 们 已 导出 库仑 势 的 类 似 渐 近 表达 式 ， 而 它 是 
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用 代 换 [19. 11] 从 [19. 12] 式 求 得 的 ， 


§ 20， 散 射 截 面 ， 卢 琴 福 散射 公式 
用 [19. 8150 19. 10] 式 给 出 的 解 ， 我 们 能 计算 微分 散射 起 面 
dQ. dQ 的 定义 是 


i ”单位 时 间 单 位 面积 上 的 入 射 粒子 数 } “ 


如 果 散 射 问题 的 解 是 [19. 10] 式 的 形式 , 那么 我 们 有 
dQ— [f($)|* do. | [20. 2] 
我 们 通过 计算 散射 粒子 流 和 入 射 粒子 流 之 比 来 证 明 这 个 公式 ， 从 
粒子 流 密 度 的 普遍 公式 [7. 10] 
i= 4 (*gradg — ygrady*), 
对 (入 射 ) 平 面 波 我 们 得 到 


is 一 人 [20. 3] 
对 散射 进 立 体 角 dO 内 的 波 , 我 们 立即 得 到 
让 一 |) Praa. [20. 4]. 


( 记 着 bci 和 grados T. jt, 就 证 明了 公式 [20. 21. 
由 [20. 3] 式 我 们 得 到 L19. 8] 的 解 


4g - — —— —49. [20. 5] 
Akad sin? -> 
^ 
由 于 
n, /4mv V, _2mE, hk 2E 
tiao=( h ) dua uua gen a [Ake] 


恒 得 出 车 名 的 卢 瑟 福 散射 公式 


Ze ag- Ht a9. [20. 7] 
16E* sin* 3? Am*e*sin* ð 


dQ- 


这 表达 式 以 及 公式 FE19. 814,88 9] AA £e FU BUE Se HOO. 它 是 
特殊 的 库仑 势 的 结果 ， 对 于 上 续 他 势 ， 一 般 说 来 经 典 的 和 波动 力 
学 名 的 结果 是 不 可 能 相同 的 . 


§ 21， 自 由 粒子 波动 方程 的 解 
现在 我 们 坚 尝 试 直接 求解 散射 问 题 ， 而 不 涉及 普遍 的 渐 近 公 

式 [17. 65]， 从 而 我 们 将 较 好 地 理解 这 个 问题 、 朝 着 这 个 目标 , 我 
们 首先 在 球 华 人 奈 中 求解 自由 粒子 的 波动 方程 

V^u4- k?u— 9. [21. 1] 
用 通常 的 试 解 [18. 4] 

u -vCr)Y ,(8, 9), 
我 们 把 这 个 微分 方程 分 离 为 一 个 和 角 有 关 的 部 分 以 及 一 个 只 和 
有 关 的 部 分 ， 和 7 有 关 部 分 是 (参看 L18.6], 了 一 0) 


ld o9) ee AEN) v,— 0, [21. 2] 
或 用 无 量 纲 坐标 o — kr 写成 

lut v a f IODA, O 1 

5 ap (0*0 ic 20.3 o, 20. [21. 31 
RBS CL U- 1) 34118 8 

accedo) SE te. — [21.4] 
于 是 , 我 们 可 以 把 521 3] 趟 的 解 写 成 

{fi d, K a 
VTL D ( D(3) DIE [21. 5] 


(D W. Gordon, Z. Physik 48,188(1928).— 
(2 ' Th. Sexl, Z. Physik 07, 756(1931). 
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的 形式 ， 由 [21. 3] 式 我 们 立即 得 到 91.6 的 两 个 独立 解 : 
£o SxP[Lip] 出 射 球面 波 
ip 


. [21. 6] 
gg 一 一 人 XP[ 一 ip] 入 射 球面 波 
; : ip 

由 此 , 例如 , 我 们 得 到 解 | 
SC a ire, [21. 7] 
EEE p=0 处 唯一 的 正则 解 ， 由 于 521. 5] 式 我 们 现在 可 以 号 出 
pr) (a) e, [21. 8] 

+ ) | 


=D (S P [21. 9- 


x,-(fn E i 


我 们 现在 要 对 两 个 特殊 情况 pco 1 和 o1 写 出 稍为 简单 形 . 


AA. HT o1,.12[21. 8] 式 中 需要 微分 的 只 有 e*?， 因为 其 
他 各 项 都 是 1/p 的 商 次 项 ; 


w 一 (一 下 区 十 从 expl ip] ac iy &XPLéo] 
ip ip 
Lu expiiLo—1(n/2)]) 
ip 
于 是 我 们 立即 得 到 


sin(p—iz/2) 
a Le: 


男 一 方面 ,对 于 p 拉 1， 在 [21, 8] 式 中 需要 微分 的 只 有 1/0. £67. 


FL 
yis 


p= [21. 10] 
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~ 


Fea cnl 1 
1x3x5x-:-«x(2l 4-1) 


[21. 11] 

Yun 1x3x5x， -xQi-D 

p* 
RUEEER B i XR 
RED n vs AER Bd PIDE RR: 

e RES Sic». [21.12] 
ME r : 
eo Hrs o). 21.13: 


Hift HD JE RUE ROSA. 
函数 ， 而 7. AE DUIETEESC ORT 


局 知 ， 这 些 函 数 有 下 列 积 分 表示 
(参看 图 21. D: 


exp[ i pcosc] exp| in( © 一 Z) jio, 


HX Dee exp[i pcosc] exp| in( o — 7.) do. 
把 [21. 12]: [21. 13] C ALE21. 3] 式 , B9 689 EC EE ER CU A P: 


dZ, , 1 dZ, ONE A T 
doi tp dp (1 52). 0. [21.14] 


822. 平面 波 按 勒 让 德 多 项 式 的 展开 
我 们 要 把 平面 波 eU 按 勒 让 德 多 项 式 展开 (z== cost): 
e'it:—exp[ikrecos#]=e'** 一 Dfl) Pe). [22.1] 


系数 fi) 是 待定 的 ， 为 此 我 们 顺 要 积分 袁 示 
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8. =; ( £) z| ea) dr =p), [22. 2j 
我 们 要 通过 推导 类 似 于 [21. 4] 式 的 递 推 公式 来 证 明 它 ， 我 们 有 
我 们 可 以 用 S31 S... 


dis 3l eint — geyl- 


pY'1 "n" CENTE tu 
bi ) cw a*)' (lE 1)(— 2z)dr. 


l/pN d 3 PoEPG 
is) dp ? ei^*(1— x?)'dx 


d ， 
docete 


因此 , 由 于 这 个 式 子 和 递 推 公式 [21. 4] 式 相同 ， 所 以 v, 的 确 等 于 
积分 S. 

我 们 需要 下 列 勒 让 德 多 项 式 的 著名 关系 (参看 [18. 14]， 
[18. 16], [18. 21]): 


xut: pog y e 
=p dp P Si) 


Py GP (t) aey, 


[Picos cnis- 6, POJE 


DEAS 

27 十 是 

用 这 些 关系 , 由 [22. 1] 式 我 们 立即 得 到 
arcu | eP, (2) de - 


=z Goy[ ev a-antás; 
最 后 的 表达 式 是 ?次 分 部 积分 的 结果 . 和 [22.2] 式 比 较 ， 我 们 
得 出 


ee 了 TOT。 


i'29,(p) — 
并 县 由 此 得 到 所 求 的 展开 式 : 
exp[ipeosd]— 2! T1)iuyu)P, (eos). 


$23. RERE DIIS EECE EZ TEM 
在 波动 方程 
Vi 一 (rw 一 0 
中 , 我 们 不 再 用 具有 特殊 性 质 的 库仑 势 了 ;而 仅仅 要 求 
limrV(r) —0. 


就 是 说 , SVME CARRE. (Hal 4 BEES 
u= viCo)Y mlh, p), 
并 用 缩写 
kr=p, SA) - UG), 


Ih L23. 1] 式 得 到 方程 式 


1 d? I(l41) Ur) 
PI (ov) 4 T1 7 d E 9,77 0. 
Q， 分 波 法 


我 们 知道 [23， 5 TX BS ARR E VAI IHE RI 5 R: 
. pl 如 果 V0) 是 有 限 的 , vi CoDo- p* 
.《 例 如 , 可 以 用 雳 级 数 试 解 验证 (参看 [18. 301)); 


p»: wip)~ Ssin( p - 1-8) 


(23. 


[23. 
[23. 
[23. 


[23. 


[23. 


[23. 


[23. 


3) 


1] 


2] 


6] 


7] 


(例如 ， 参 看 [19. 12] 式 )， 后 者 的 渐 近 表示 将 在 一 个 练习 (参看 
3$46) 中 引进 , 其 中 , 对 U=0,6, 定义 为 零 . 下 面 : 这 公式 中 名 的 归 
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一 化 是 这 样 选择 的 , 使得 e= 工 (这 个 归 一 化 和 846 中 的 不 同 , 后 者 
c 等 于 有 /2 )， 这 里 我 们 要 建立 一 种 对 散射 问题 更 实用 的 不 同 
HAT. TTS. 10], 我 们 取 

u-- expt ipcosd'] f (A) Ptel. [23.8] 
这 个 试 解 满足 两 个 条 件 ， 解 不 包含 人 射 的 球面 波 ， 并 且 在 远离 散 
射 中 心 处 ， 它 促 由 人 射 税 末 波 组 成 .为 了 确定 183)， 我 们 现在 要 
K, 在 远 距 离 处 渐 近 公式 [23. 8] 和 微分 方程 [23. 1] 0659 3588 E €. 
于 是 我 们 把 这 个 解 写成 

4 — 9 av, Co) P, (cost) [23.9] 

的 形式 (因为 问题 是 轴 对 称 的 ， 所 以 不 出 现 p)， 把 [23.8] 式 中 的 
平面 波 按 [22. 3] RREI, 并 恒 在 [23,9] 式 中 ， 用 归 一 化 为 c=1 的 
si(P) 的 新 近 表 示 [23. 7] 式 , 使 两 解 相等 , 我 们 得 到 ” 

220 4 1)£'sin (p~! Z)P, o P) 十 天 六 全)ei2 


En (» — UE pak) JeiGost). [23.10] 


这 里 , 我 们 也 已 用 到 [21. 101 X. HE, 用 不 同 的 形式 写 出 这 个 方 
ED et | Pil cosy Hef et” 
Eget A Ihi) Pos. [23.11] 

A eio fü e 的 系数 千 于 零 , 我 们 得 人 | 

(Op GRHOXAEMUENHÉTI HAB RHT DL. MIEREA T2. Ih 


的 系数 . 
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a, — (20 1) i'exp[ 4 iô], [23. 12] 
O= Z2 + D CexpE218,]— 1) P, (cos) 
-45e ! 1)stn6,exp[i6,]P, (cost). [23. 13) 
H 


b. Sy RCEHEC TO EHR 
微分 截面 [20. 2] 式 现在 可 以 写成 
dQ- [f(5) |'aQ 


=E BCl + DeindexpLio]P. eos!) AQ. (23. 14] 
i i - 


DR Rr fk fü(d Q = singdgdqp) 的 积分 , 我 们 得 到 总 截面 : 
@=|ae=zz| IFC) I*sim sav. 
由 于 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 人 性, 全 部 交 又 项 都 等 于 零 ， 这样， 用 归 一 
化 积分 | ， Pi(z)dz -2/ GU +1), 我 们 可 以 立即 写 出 
9-3 EHD sini Q9. — BB.18] 


c. $858 3 (R) 的 计算 
我 们 现在 妆 计 算 未 受 护 波 函数 [21, 10], FERN HUER 
[23. 7] 间 的 相 移 ó (k), Hro 乘 微分 方程 


| 
Lgxcsor(e- 1G uoo, —— p.16 
并 和 乘 以 o^ v, 的 方程 式 [23. 5] 相 加 ; | 
iro (ro) — Cry) dr C90] 20 Cort, 


fervor ovo A AR 


7 一 


[23. 17] 
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利用 三 角 人 恒等式 
sina: cos(a-- ó) — sin (a+ 0) cosa — sinÓ, 


我 们 得 到 精确 公式 
si (hy: -b| Gyr Ger) Ger)dr, [23. 18] 


BEHE SCDA CT OUS vo. 在 某 些 情况 下 ， 作 为 第 一 级 近 
似 , 用 pi 代替 v: 便 能 避免 这 种 困难 : 


sinô, (Gr) 二 —['UGr'etar. [23, 19] 


824. NELLE 


我 们 再 令 方 程式 [23. 1] 
Vwt kw = Ur) ot, Ur) - FRV (r), [24.1] 
其 解 具有 
u — exp[ ier cosi 1-Eu, 4- f 24.2] 


的 形式 , 其 中 代表 散射 波 的 微 扰 u 与 入 射 平面 波 相 比 必须 是 微小 
H. RARE, 在 一 级 近似 中 我 们 得 到 
Vu, t ku -UCr)exp ikr coss]; 124.3] 
已 略 去 UCr)w, 项 ， 当 然 , 我 们 可 以 继 
续 运用 这 种 方法 并 写 出 
Vus 4 k*u, — U(r) un 538 
然而 , 已 证 明 仅 当 一 级 近似 就 够 了 时 ， 


玻 吊 近似 才 是 实用 的 ， ， 
在 赫兹 振子 (图 24. 1) 的 理论 中。 PP: 场 点 ，8: 源 点 ，0: 原 点 
中 已 算出 方程 式 [24.3] 的 解 了 ， 它 图 24.1 


Q FAW Ci HME BAHE. 
.14105» 


是 
d. 


(x) —4—- 


(TOP eost expr igrrjay, [24. 4] 
T , 


它 包含 这 里 也 需要 的 辐射 边 办 条件， 一般 我 们 不 用 这 个 解 ， 我 们 
局 限于 上册 种 特殊 情况 
我 们 首先 考察 当 P0 时 出 现 什 么 情况 : 


uo) - —L-[P€ )expl br (cos? 十 1)] ij [24.5] 


Ja EUR. Xr e fe (RV =r sint drdd dg )8 2 ER CB 
我 们 得 到 


u(0)- gU CO sinkrexp[ikr]dr. l [24.6] 


这 个 表达 式 代表 在 原点 处 的 散射 波 ， 按照 假设 ， 它 的 振幅 是 远 小 
于 1 的 (我 们 已 把 入 射 波 归 一 化 为 D. 如 果 


ghuo [dr«&1, 20 [24.7] 


这 无 疑 是 下 人 兢 的 .这 是 可 应 用 微 扰 论 的 充分 条 件 . O 
现在 , 让 我 们 来 考察 在 远 距离 处 解 [24. 4] 的 行为 : 
14-3 AG. [24. 8] 
由 于 
T —-r— r' cosÜ, [24. 9] 
.我 们 得 到 


= —EXPLiEr] 1 (vcr yexppige' Cos — cos0)]dV', 
r LES 


或 者 , 按照 [22.3] 式 把 平面 波 展 下 为 勒 让 德 多 项 式 


D BEA, Ap E ALIE zn SEC LC fe HAE, 就 可 以 使 用 喜 因 近似 法 。 这样， 
它 补充 了 分 波 法 ,后 少 在 低能 性 时 是 有 效 的 
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um 一 一 exPE 让 人 Pa LAC Dal D yr )(— i)" 


T 
x (2U' HDP (kr) [Picos )Pr Ceos)d Q*. [24. 10] 


起 于 乾 让 德 多 项 式 的 正 交 性 (也 出 于 图 24, 1 中 的 六 , 0 A) DUEB 
=l HARAR: 
m= FPE ucr yra Sr+ 1y 


x [o ap (ERP, CeoetyP Cost). [24.11] 
用 关系 
Pileos0)= (21+1)| Pi(e0s0) P, (cosg) S- [24. 12] 


CARTE 24. 1 中 的 角 , 于 是 我 们 有 


u =— PUES (o1 1) P, (oos) 
: Li 


x oye tte rr. F24. 13] 


除了 由 于 ò 很 小 这 里 已 略 去 因子 e'% 外 , 这 结果 和 我 们 已 得 到 的 
结果 相当 . (参看 [23. 8], [23. 13 ], 和 [23, 19] 式 ). 


$25. 低能 粒子 的 散射 

结束 关于 梯 撞 理论 论述 时 , 我 们 简短 地 考虑 一 种 计算 方法 , 它 
用 到 下 列 两 个 假设 ，(1) Irda, U(r)~0(a 无 需 精 确 地 定义 ); 
(2) ka-1, 就 是 说 ， 入 射 粒子 的 能 量 是 很 小 的 ， 对 于 7? 污 , 微 分 
Jj; 8E 


P , gg 
I$ one (r-— RID yo - UG)», [25.1] 
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中 的 U(r)v, 项 可 以 略 去 , 于 是 我 们 得 到 自由 粒子 方程 的 两 个 独 六 
解 ([21.5j 一 [21.9])， 


£n gm [23.2] 
和 
EDE , z 
=> un: £25. 3] 
对 于 好 六 1 这 些 解 的 浙 近 形式 是 
s acsi (ir Ur), [25. 4] 
l 
X~ gener) [25. 5] 
[25. 1] (5 3€ ilu fg 7g 
v,— Ad,(er)--BX,(kr). | [25. 61 
Tic z: X23. 7. 
l . x 
| negem (er -Iž a, ) [25.7] 
比较 得 出 
A= cosó, B=— sinô. [25.8] 


和 前 面 (r>a, kr>1) 对 比 ， 我 们 现在 假设 backr1. HF 
k< 二 ，[25. 1] 式 进一步 简化 为 
d roo -HUID rv) 一 0. 125.9] 
这 个 微分 方程 的 解 为 
nu ) +e (2 e (ei/e: 5j k ER). [25. 10] 


ak AORE RATZ. 8109 Sg RE E25. 6] 仍 然 有 效 ; 因为 
kr«1, 我 们 只 好 把 [21. 11] 式 近似 值 代入 ， 于 是 我 们 得 到 
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! 
和 一 Co50 BRr)— sin Ój- X, (kr) = co 


41x3xsx(20—1)sinds (br 7 [25. 11] 
比较 两 个 解 得 出 
1x3x x{21—1)x1x3x x(21--1) (ka) ?' tgó, 


€ 


或 
(ka)?'*' . 5 
9. Ara xx  DYGU S [25. 12] 
因为 6 很 小 , 我 们 可 以 写成 
sinô: a (ka) [25. 18] 


k üx3x--x(2L—1) QU T1) 
这 些 关系 表明 , 在 [23. 13] 式 中 第 二 个 分 波 的 振幅 是 (za)# 的 数量 
级 、 如 果 把 这 表达 式 代 人 总 截面 公式 [23. 19] 


S sin *ój 
Q-4n tn 


那么 ， 例 如 ， 我 们 看 出 ， 在 低能 的 情况 下 ， 散 射 的 各 向 同性 部 分 
(71==0,s 波 ) 是 和 人 射 粒子 的 能 量 无 关 的 
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第 七 章 ” 解 波动 方程 的 近似 方法 


$ 26， 均 匀 场 中 粒子 的 本 征 值 问题 


a， 爱 里 函数 
设想 一 个 粒子 在 均匀 场 中 : 
| Es — —F-q. [26. 1] 
一 维 波动 方程 
52 Gra E)yu-0, [26. 2] 
可 以 用 新 变量 
| a= 2E (qq), — B-Fq, [26.8] 
写成 较 简 单 的 形式 
IU au 0. | [26. 4] 
用 试 解 
u=| e*'fcoàt, [26. 5] 


来 求解 这 个 从 衍射 理论 熟知 的 方程 式 ， 用 
E u'— | e*t^far, 
m=] (e yat =| rena | era 
和 [26. 4] 式 ， 只 要 我 们 这 样 选取 积分 路 径 C 使 得 


| TD 。， 


[ dr C" dt -0, [26.6] 
"C 


我 们 便 得 到 
? DI "uan 2 LL £3 s - 
ep puo Ese, faki xe g -26.7] 
现在 , 用 通常 的 归 一 化 , 这 全 解 可 以 写成 
= 一 二 | exp| et + Jar [26.8] 


如 果 对 1t1 习 oo, 我 们 要 求 
cos3P<0 (E |t]e'*), 
即 


2zx 十 也 «3px 27 十 2rm， 


则 条 件 [26. 7] 是 满足 的 , 并 且 保 证 解 的 收敛 性 ， 例 如 , 合适 的 区 间 
A 


x a 5m Trn Oz liz 
(p : cz 6 7 rcg) 
图 26.1 中 阴影 部 分 是 对 应 于 这 些 区 
间 的 区 域 . €, 
RET, 


eh 


就 是 说 ， 存 在 两 个 独立 的 特殊 积分 ， 
Ag u, 称 为 爱 里 图 数 , 并 用 4 来 表示 . ”图 26.1 
从 衍射 理论 2 了 RNE SZ AIT. WEER, WA ACUm 
A RARS m 我 们 也 将 用 到 其 平均 值 

A — LO am), [26.9] 


V SAW. 泡 利 ,物理 学 讲 文 : 光学 和 电子 论 . 
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最 后 ,注意 到 爱 里 蝴 数 和 柱 国 数 有 关 : 


= 2.2 exp[ir/6] i 
tk) øk) „H $42 (0,2 ELTT UJ oik, 
A Co. E Hs (35 ) C WE C 


用 鞍点 法 , 现在 我 们 将 从 积分 [26. 8] 推 导出 渐 近 表达 式 ， 
b. Wem 


为 了 求 积分 
| etre )]di [26. 10] 
的 值 , 我 们 首先 在 由 
f'(£,)—0 | 
定义 的 “鞍点 "te 附近 展开 f(t)， 我 们 用 的 表达 式 是 
fü-faorU— 10 aye. [26.11] 


为 了 使 Re( 了 有 ) 尽 可 能 快 地 下 降 ， 我 们 选取 通过 如 的 积分 路 径 ( 按 
照 科 希 和 黎 曼 的 最 陡 下 降 靶 ); 那么 , 我 们 有 Im( 了 )= 常 数 ， 设 
f'(t)- F "(to) les, [26. 12] 
因为 虚 部 是 常数 , 那么 我 们 有 
( — 6)! — — p?es 


tte pexp| | 


di =dpexp| i772 | 


因此 ， | 

fü)- fa) —3 I(t p. [26. 13] 
当 我 们 求 积分 [26. 10] 的 值 叶 ， 我 们 大 胆略 去 展开 式 [26. 11] 的 高 
次 项 ， 在 这 种 近似 下 , 我 们 得 到 


| exetfCO 36 exp f Colexp| 72-1 
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x [exp ERO e^ leo 
—exp[f(t,)jexp. df Uma yu? 
最 后 ， 
4 z 4 2z 
| PLEO Jdt = exo d FE [26.14] 


其 中 teh f Go) = 一 0 确定 .按照 [26. 12] 式 ， 还 必须 选取 适当 的 
平方 根 符号 ， 关 于 上 述 计算 的 严格 论证 ， 例如， 参看 ， 柯 朗 和 希 
尔 伯 特 次 《数学 物理 方法 > (Courant and Hilbert, Methods of 
Mathematical Physica). : 


c， 均 匀 场 中 粒子 的 近似 解 
首先 ， 我 们 必须 确定 to: 


3 
FOr tE, f'ü)mskii-0, uoo, t= a; 


toz tiv T, 对 于 x0, ^ [26.15] 
£o— xA Ix, 对 于 rz<0. [26. 16] 
对 于 Y<0 的 情形 , 由 于 


在 解 [26. 8] 中 有 两 项 ; 


: B 
AO- 一 二 了 zexp E d 


+S iul "expl - Bait |, [26. 17] 


3 

AC =+ lel oxp| + Ziet] 
+ 二 -天 lc ‘exp |- Z lel [26. 18] 

* S 


如 图 26. 2 Biz, 这 是 因为 积分 路 径 绕 过 两 个 鞍点 当然， 右边 的 . 
鞍点 只 被 覆盖 了 CF Ape, 对 解 的 页 献 只 是 其 值 的 一 六 . 

在 z>0 的 情况 下 , FAE RTR RIE C 和 Cs， 上 只 有 一 个 壕 点 
(HRE 26.3). 其 解 ( 川 莫名 的 exp[Li(x/4)]) 是 ; 


[26. 19] 


(26. 20] 


所 以 , PAP e R SE EE C26. 91€ 
$0. a-3 al e| S121], [26. 21] 
$0. A=- cos( Fe ora ) [26. 22] 
必须 再 次 强调 , 这 个 解 表 示 一 个 近似 ， 虽 然 积 分 [26.8] 从 负 
无 限 大 伸展 到 正 龙 限 大 , 但 素 勒 展开 式 [26. 11) FG JE T RE n rg 40 
域 . 当然 ， 对 积分 的 主要 贡献 确实 是 来 自 鞍 部 区 域 ， 我 们 进一步 
指出 , 因为 误 益 具有 表达 式 水 身 的 数量 级 , 所 以 [26. 17] 和 E26. 18] 
xb AO mA? 的 第 一 -项 是 靠不住 的 然而， 这些 项 在 [26. 21] 
和 [26. 22]C 式 中 抵消 了 . 


(5 Wip RE 10 26.22 R 3X JL E. p BERE HE 
ilse 


§27， 温 - 克 - 布 (WKB) 三 氏 法 

G， 温 采 尔 利 工 ， 布 里 沛 已 给 出 一 种 能 获得 波动 方程 (如果 
它 是 可 以 分 亢 成 各 别 的 独立 变量 的 方程 ) 近似 解 的 方法 DPD，H. A. 
克 喇 末 斯 和 他 的 学 生 提 出 这 种 方法 的 数学 基础 并 把 它 扩充 了 @， 
求解 的 方式 类 似 于 在 光学 中 由 普遍 波 动 方程 过 渡 到 程 函 方程 的 
HO, 

我 们 来 解 一 约定 态 波动 方程 ， 

wA RDE-V(r)u-0, 其 中 E-Y(3)20, [27.1] 
JU 

ucexp 45 | | [27. 2] 


在 这 种 方法 中 ， 从 站 的 一 次 二 阶 微分 方程 [27. 1]， 我 们 得 到 一 个 
dS/dz— S'fy — wx — Brod 2 35 FE RL Riccati 0k 27 $8): 
S" —2m[E —V(z)] 4 AS". [27. 3] 


(D L. Brillouin, Compt. Rend. 183, 2401926); J.de. Physiguer, 353{1926); 
G. Wentzel, Z. Phyaik 38, 518(1926)3 也 可 参看 H. Jeffreys, Proc. London Matk. 
Soc. (2)28, 42811923). 
-图 H. A. Kramers, Z. Physik 39, 828(1926). 
地” 在 光学 ( 参 存 参考 书 1. 第 127 页 ?中 我 们 用 试 解 
y —expLi£s81, l 
求解 定 态 波 动 方 程 
ZP E wbc c 0. 


我 们 假设 5S 中 级 变量 ; MARAR ; 


gar Er 
中 只 用 到 k HERRE, BL XAR ERARE URAR ER 
282 
Ja um 


BEES 


为 了 求解 这 一 个 方程 , 我 们 把 仿 按 无产 的 宕 展开 (这 个 窗 级 数 是 渐 


8-8, I8, 20 [27.4] 
把 [27. 4] 式 代入 [27.3] 式 ,于 是 得 出 

Sy-A/2mLE—V(x)1, E27. 5] 
并 导出 解 | 

S-[. A/2m[E —V(xz)]dz. [27.6] 
如 果 我 们 令 

p= 85, 

那么 , 在 零 级 近似 (%==0), 我 们 得 到 在 经 典 力学 中 所 熟悉 的 关系 

plr) - A/2mLE —V(zx)] . (27. 7] 


H E —V(x)z0 HKA Gri, 2) re, E T- 898087 £6 HIS, E 
可 能 存在 很 多 这 样 的 区 间 ; 然而 ， 暂 时 我 们 般 设 只 有 一 个 (图 
27.1), 
由 E27. 3] 式 得 到 下 一 级 近似 是 
28,6- 87 =0, 


8,7 — n8) 十 常数 ， 
. 我 们 现在 得 到 波动 方程 [27. 1] 的 解 图 27.1 

n= ERE x exp i jJ aoda k | [27.8] 
E-—V 之 0 振动 的 (经 典 上 可 达到 的 )， 


(0 E-V«0; 阻尼 的 (经 典 上 不 可 达到 的 ). 
符号 土 提醒 我 们 , 涉及 到 的 是 对 应 于 平方 很 [27. 7] 的 两 种 符号 的 


”两 个 线性 独立 的 解 ， 在 


pr)meJ2m[E—V(x)]-0 — [27.9] 
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的 邻近 , 这 个 解 是 不 能 用 的 ; 就 是 说 , 它 在 经 典 的 转折 点 (在 那里 ， 
的 确 百 =VCzx)) 邻 域 无 效 . m 
在 这 区 域 中 ， 我 们 可 以 把 它 与 我 们 已 了 解 的 爱 里 函数 联系 起 
来 ， 为 此 , 必须 把 蝴 开 式 
PC) LE—V(r)-(r—mz)F,u:e, FE —V'Qm) 0, [27. 101 
代 人 方程 式 [27. 1: 
u+ 
这 个 方程 式 的 解 是 变数 
¿= (@—x) NEL 
的 爱 里 函数 ， 为 了 寻求 A ATO EMRA, RIE E ZE 
z<2l 的 区 域 ， 在 此 区 域 中 必 必须 是 阻尼 的 (经 典 地 不 可 达 汉 的 )， 
Hp--ilpl, [27. 8j 式 为 
常数 NE Sw 
“= ip] xexp| x]. ialaz |, Pet; [27. 13] 
E E27. 107827. 12] 式 , 我 们 得 到 
Xj. inite- VERE" e—a taze Bags 
TA, 按照 [26， 21] 式 ， 对 于 qe, 我 们 得 


PM ias, u=. [27. 11] 


[27. 12] 


w= 常数 x lE Sexo | 31613 | tec 4(&)， 
而 关于 aea, 的 解 由 [26.22] 式 给 出 
u-dN*xE teos $ Zad z) 
-ER. Z3 pda — B ) [27. 14] 
HIR A PCR HET 8 — A BGB A s 


^» I17« 


PO) Fr rr (uL 
-E—V(r)-- —(z—zPF-4-, 


2mFP, 


F= +V) >, n= mE (2,2), 
TE BR 2s 中 , 我 们 得 到 | 
v ER xexp| 一 二 | totas | - utt 
x In tex | 31m ato aon [27. 15] 
WEER am, WARTH "E 


u—T xg! eo 39i — i") 

-£R. soi [^ pdz— i" ) [27. 16] 
Jk GA See E — ool -- co 区 域 中 的 波 国 数 ， 在 这 些 边界 处 波 
国 数 指数 地 趋 近 于 零 . 在 两 个 经 典 转折 点 o Me 处 ， 基 本 上 改 
变 了 它 的 结构 关于 这 些 解 的 行为 的 更 详细 的 讨论 ， 应 该 参考 克 
m tab ai ra ee 
和 [27. 15], (27. 16]) 的 一 个 唯一 的 描述 ， 我 们 还 必须 要 求 在 公 
Ix fa Cy, 23) H3, 


en(1[ pr) dr I )- dece. I p p(z)dz-— is ) 
[27.17] 

1 [*: E i 
1]. p(z)dz— 5 —na, [27.18] 
如 果 我 们 用 l 
J= par=2| vo EV Ga, 


表示 著名 的 相 积分 , 我 们 不 再 得 到 旧 玻 尔 量子 条 件 ， 
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J-n-2nzh; [27.19] 
而 是 ,得 到 精确 的 条 件 
J =(nt 3) 2z ^ (n20,1,2, «.). [27. 20] 


当然 , 由 于 我 们 的 推导 , 甚至 这 个 表达 式 也 是 一 个 近似 ， 贿 着 4 的 
增加 , 它 会 变 得 好 一 些 ， 误 差 是 1/a 的 数量 级 ; 然而， 常数 却 是 正 
确 的 ， 在 某 些 情况 中 , 例如 ， 谐 振子 (参看 [15. 20] 式 ) 对 任意 的 4 
都 精确 地 遵从 量子 条 件 [27. 20]， 这 是 和 势 的 特殊 形式 有 关中. 

直到 现在 , 我 们 总 是 只 假设 一 个 万 一 Vz) 之 0 的 区 间 ; 这 是 我 
们 进行 推导 的 个 重要 假设 ,如果 存 在 两 个 以 上 这 样 的 区 间 , 由 于 
波 函 数 在 经 典 地 不 可 达到 的 中 介 区 域 里 不 为 零 〔 参 看 [27. 13] 和 
[27. 15] 式 ); 那么 便 出 现 新 的 效应 ， 所 以 , 波 函 数 可 能 从 一 个 区 域 
(zu ra)“ 漏 ?到 另 一 个 区 域 (zw zs) 去 ,尽管 它们 被 经 典 地 不 可 超越 
的 势 双 所 分 开 ， 这 种 典型 的 波动 力学 现象 称 为 隧道 效应 ; 在 量子 
论 的 很 多 应 用 中 , 它 起 着 很 大 的 作用 。 我们 将 在 一 个 练习 中 (参看 
§41) 论 及 这 个 效应 . 


© F, 例如, E.C. Kemble, The Fundamental Principles of Quantum 
Mechanics. pp. 574 ff. 
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第 八 章 ”和 抢 阵 和 算 符 . 微 扰 理论 


§ 28， 矩 阵 和 算 符 间 的 普 岂 关系， 变换 理论 


我 们 回电 S 16 的 讨论 ， 并 且 重 复 那 里 给 出 的 矩阵 元 的 定义 ， 


令 
uq), vts usq), fte 
为 一 完全 正 交 归 一 函数 集 ， 十 是 我 们 能 写 出 
Fu, — D u, (kF In), 
其 中 
(EIR |n) = [ut Gio da 
代表 算 符 F EE u, MEET. 
按照 [28. 2] 式 , 龙 密 性 条 件 [12.5] 式 
[aru *wda- fut Punya, 
对 矩阵 来 说 意味 着 
(E|F |n)  (n| F]E)*. 
类 似 地 定义 另外 一 个 矩阵 ， 
Gu, $us (m |G 1E), GHGIm) — vt (Gun)dg, 
我 们 计算 算 符 GF 的 矩阵 : 
(GF)u s: GCFo), 
+120- 


[28..1] 


[28. 2] 


[28. 3] 


[28. 4] 


[28. 5] 


[28. 6] 


GCFu,) = D (Gu) (e| F|n) 
=E unD GG) FIn)= Su, (m |GF |n). [28.7] 


用 通常 意义 下 的 矩阵 乘法 进行 [28. 7] 式 的 最 后 一 步 
m |GF n) & $2 6n1G1E) El Fln), [28.8] 
它 表 明 算 符 的 乘法 对 应 于 它 所 关联 的 矩阵 乘法 . 


我 们 钢 在 要 研究 , 如 果 我 们 从 ww ESB- 564 IE S6 ER Rc 
v, 矩阵 怎样 改变 ， 我 们 可 以 按 %; 把 oa 展开 : 


v4= D ulna S| A) m Sua, . 128.9] 


其 中 
(1814) — [osutada (28. 10] 
(28. 9] 式 定义 的 算 符 品 使 得 每 一 个 函数 了 一 au amt, 和 具 
.和 相同 展开 系数 的 两 数 9 一 拓 生 十 中 如 十 … 联 系 起 来 . Auges n] 
lice B EE LEE AA ET d RAO d. 
a. LESH i 
由 十 完全 性 关系 [9. 9], 我 们 得 到 


[vivsdg= SZCnlSIA)*nl SIB),. - [28.11] 


用 这 个 关系 , va 的 正 交 性 和 归 一 化 条 件 变 为 


六 (zj814)*(a SB 一 (41878| 盏 ) 一 Sus 
, [28.127] 
3k S'S-1 
Eh St RRA SEAE S EE HU 
(A|S* [m= G8] 42^. [28.13] 
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(FGH )* —H*G*F*. [28.14] 
fEX v, 的 完全 性 条 件 ， 我 们 可 以 要 求 每 一 个 所 是 能 核 24 展 
RAN 


tn = Dv (ALS 19), (ALS*Im)= unvidg. [28.157 


如 果 约 定 va 是 完全 的 , 那么 类 似 于 [28. 121 式 的 条 件 必 须 成 立 ; 
(n| S8*1m) = nm 88* =l; [28. 16] 

这 表示 存在 S 的 逆 算 符 , 5S*， 对 有 限 秩 的 方 阵 总 是 这 种 情况 ; 就 
是 说 , 由 [28. 12] 式 疙 可 以 得 出 [28.16] 式 , 反 过 来 也 是 这 样 . 然而 ， 
AE IE ERES IX HET. 所 以 , 无 限 秩 的 矩阵 也 不 是 这 样 , 因为 那 
时 说 方 阵 就 不 再 有 意义 了 . 

一 个 满 是 [28. 12] 和 [28. 16] 式 的 矩阵 称 为 么 正 的 ， 并 且 对 应 
的 变换 称 为 乏 正 变换 , 么 正 变换 保持 正 交 性 , 归 一 化 和 完全 性 

我 们 现在 要 研究 , 当 我 们 从 sw 过 渡 到 ws Mh [28. 2] 式 定义 的 
矩阵 五 是 怎样 变换 的 、 用 [28. 9] 式 , 并 类 似 于 


Gi PU) = [utcruoae, [28. 17] 


CIP 1B)= [v3 (Fos)dg 
= [EEAS utun) (m| S] ydq 


-XIEXLADS]UPOGIPImYnISIB). 


—(A|S* FS|B). — [28.18] 
ix tE, ; 

F-S'FS GOBÜUESO. . F28. 19] 
+ 122° 


FH, 因为 对 勾 正 变换 S" —,8 7, 因此 

F—SUES,. (28. 20] 
容易 证 明 , oe FRU F OTE 就 是 说 ， 如 果 了 万 是 厄 密 有 的， 
LETEN. ， 
5、 本 征 值 问题 的 表述 


如 果 我 们 写 出 哈密 顿 算 符 关于 波动 方程 
Hu= Eu 
的 本 人 征 函数 的 矩阵 元 。 
(| H Em) — fus (Hunda. [28. 21] 
我 们 得 到 | 
(n| H Im) E, utu da = Bndnn; [28.22] 


就 是 说 , 在 这 个 系统 中 定义 的 哈密 顿 矩 降 元 是 对 角 的 , 并且 它 的 对 
” 角 元 是 波动 方程 的 能 量 本 征 信 En 这 样 , 求 波动 方程 的 解 也 对 应 
于 哈密 顿 年 隆 (相对 于 茶 一 正 交 归 一 化 函数 集 写 出 的 ) 对 角 化 ; 就 
是 说 , 利用 -个 按照 [28. 19] 式 必须 满足 


或 


(nl S* HS | m) — En [28. 23] 

Rs ZEE ARMES, 作 一 个 主轴 变换 . 用 SS* — 1, 我 们 也 可 以 写 出 
(n| HS | m) — (n| SE| m), [28. 24] 

25H |k)GS | m) = (n| S| m) Es. [28. 25] 


用 这 种 方式 , 原则 上 不 但 可 能 计算 能 量 的 本 征 值 , 而 有 卫 也 可 以 计算 

波动 方程 的 对 应 本 征 前 数 ns 不 过 ， 能 进行 计算 的 只 有 少数 几 种 
情况 , 例如 , 谐振 子 和 微 扰 论 . 
c， 把 矩阵 方法 扩展 到 连续 谱 

年 阵 演算 的 运算 可 以 推广 到 以 连续 变量 代替 分 立 指 标的 情况 
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中 , 例如 , 如 果 我 们 考虑 矩阵 积 FG 
BalFIE EG | m), [28. 26] 
k 
并 假设 大 是 过 续 变量 , 那么 我 们 只 需 用 积分 代替 求 和 , 
Xe. S, kr)dik. [28.27] 


代替 克 罗 内 克 尔 (Kronecker)5, 我 们 得 到 狄 拉克 图 数 : 
à, — p^ (k)8f (E—k! ). [28. 28] 


这 样 , 例如 , 我 们 可 以 把 条 件 [28. 12] 8028. 16] 式 重新 写 为 : 
8'8—1, &XA|8* |n) (,81B) - p-' (A)8(A— B); [28.29] 


88*71, [QS eCOdACA S719) 8... [28. 30] 
El 29 2E RE ER BC" o BEADLE, BELL ECE TENER oe RE 
续 谱 . | 
829. 1BREXESU p PEEEIÉ DD EGRE SIR 


di IMS] BRE $ 16 RARAS BO2 PETESCT- 0 PUT-, 并 作 更 
一 般 的 断言 : dn RU qe SUR HEUS : 
H-HU-cV ; [29. 1] 


的 形式 , Khi H OH RO fa, 而 不 是 对 角 的 , 但 与 H 相 比 ， 它 微 
小 到 满足 下 列 判 据 | 
mlV [22] &| 8] H| m) — (| H [9| Qn zen). [29. 2] 


那么 , 我 们 就 可 以 进行 微 扰 计算 ， 用 [28. 25] 式 我 们 可 以 写 出 
Ej? Gi S|m) + $n VE lS lm) — GS] m) Es, 
| [29. 3] 


Kp E EO KE. 这 个 关系 仍然 尾 正 确 的 ， 然 而 , 现在 
"124 ， 


由 于 [29. 218, 我 们 作 一 个 展开 式 @; - 
E, E, EO FEQ, | [29. 4] 
SSESD SO Le, S01. [29.5] 
(我 们 已 避免 引进 参 显 s， 我 们 约定 , 在 展开 式 中 Ea M SÀ 2 3l 
是 比 Es 入 小 一 个 数量 级 ,而 不 再 写成 
S= i+eSt + ets. ES UN) 
a. 第 一 级 近似 
代入 [29. 3] 式 ,得 出 第 一 级 近似 
E,P6,, E; (n| S? |m) + QV (m) 
— E,DÓ SE Ba Önm t OUS |M) EZ, 
E,” (n! S | m) E(n]V] m) 
=E g Ount n] $3 | m) Ez. [29. 6] 


在 求解 这 个 方程 中 , 我 们 要 区 别 两 种 情况 : 
l. nm: 
(E, — E) (| ST | m) 5 — (i| V | m). . [29.7] 
在 五 中 是 简 并 的 情况 下 , 只 有 
(4| V] m) 2 04-T. ED — EP, RN, [29. 8] 


满足 上 列 方程 ;这 样 , 如 果 存 在 简 并 . 为 了 可 能 进行 微 扰 计算 , 就 必 
须 满足 这 个 条 件 ， 如 果 本 征 值 是 十 分 售 近 在 一 起 的 ， 近 似 杞 将 是 


D 由 于 (29.2] 式 ， 我 们 可 以 首先 令 C29.3] AW GL ORF e n ERU 
*: : f 
{EK + in| F jn) 7 Es) GS] mo. 
我 们 可 以 给 豆 的 本 征 函 数 这 样 缩 号, 使 得 
EE (nl V |r) (m-—n) 


和 
(n| S [miz0 , (mm) 


X FEL 出 于 SS* = $71. 我 们 得 到 
in| S |a=. 


这 就 证 明了 展开 式 L29.4] 和 [29,5}; 是 正确 的 ，- 
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很 差 的 ; 由 于 这 种 原因 , V. 必须 满足 条 件 [29. 2J]， 由 [23. 7] 式 我 们 
得 到 


; (n|V 1a) 
(nlS Im) = Em [29.9] 
2. m—n 
EQ -GQIVIn). [29. 10] 


这 样 , 在 第 一 级 近似 中 , 能 量 本 征 值 改变 了 等 于 微 扰 的 对 角 矩 阵 元 
HE. 
因为 变换 矩阵 S BILEN, 
8'S-I, 
在 第 一 级 近 侯 中 我 们 有 
SO sog, [29. 11] 
KERROS ^ o) RAEN, EDERA ERR 这 对 应 
于 我 们 总 是 可 以 作 相 变换 这 一 事实 
b， 第 二 级 近似 . 
在 第 二 级 近似 中 , [29. 3, (29. 4] 和 [29. 5] 式 给 出 
E (0, 4- Ei] SO m) +E; Anl S9 | m) + (nl V | m) 
| BLOVI GS | m) = E190, t B bumt EDS 


i Qu S9 | m) E49 - (nl ST | m) B+ nSP] m) Es 
用 [29,. 6] 式 , 这 个 式 子 变 成 l 
(EO — En) (a S? | m) - S niVIE) SPm) 


= unin (n] SO | m) EG. [29. 12] 
我 们 再 次 区 分 两 种 情况 ; 
1. nz;ém; 
CIV |9) — Cn! V | m) ) (u| V | m) 
(0|, S|m) 一 


(E. pi)? 
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(nV [E) cL V | m) 


-— m E d 20. 13 
EE UBUM. 
pi 

2. n=m ” 
加 . (n|V ]E) CK]V | 9) ICOLAI2IE 

Es ) 一 ED = 一 EE” 

Rin H^ k*nü 


[29. 14] 
Gic Ac ff 849 NA). | 
c. HORSE 

在 HORIS JEU, 我 们 已 经 看 到 ,了 必须 满足 条 件 [29， 
8] 我 们 才能 进行 微 扰 计 算 ， 为 了 使 9 WREE …= 
琉 扣 二 Bo) 达到 这 个 要 求 ,我们 必须 选取 对 应 的 9 EFRA, HA 
在 这 个 子 空间 中 精确 地 求解 方 秘 [28. 25] 


SCGQHUOGISIA)—E,QS)A) — [29.18] 
ii n, A=1, 2, 7,9, 
TER RP OL TAE L29. 的 式 ， 方 程式 [29. 153 代 表 9 个 方程 组 (用 
指标 4 标记 ), 每 个 方程 组 包含 9 个 未 知 量 (alS|4) 的 9 个 线性 齐 
次 方程 式 (用 指标 # 标记)， 每 个 方程 组 的 系数 年 阵 是 


H-E, 1 
Es Vi; —E, Vie ce ey 
Vj EQEV,— E, : 
= : "s E , [29.16] 


ober deus snc. ne VES EV E, 
众所周知 , 只 有 在 条 件 
det[ H — E,-1] 0 (28. 17] 


. 127 * 


下 才 存 在 非 零 解 .这 是 一 个 盏 ,的 9 次 代数 方程 ， 它 的 解 确定 能 
量 的 本 征 值 .一 旦 解 出 这 个 方程 式 , 求解 [29. 15] 式 就 不 存在 更 多 
的 障碍 了 . | 

在 结束 时 , 我 们 注意 到 这 一 本 征 值 问题 不 过 是 一 个 著名 的 gx 
9 矩阵 五 的 本 条 变换 ， 其 厄 密 性 要 求全 部 本 征 值 都 是 实 的 ， 方 程 
X29. 17] 称 为 久 期 方 积 , 因为 它 首次 出 现 是 和 行星 轨道 的 长 期 微 
BIN. 


§ 30， 与 时 间 有 关 的 微 护 


如 果 我 们 有 一 个 与 时 间 有 关 的 微 扰 , 那么 , 当然 我 们 只 关心 与 
时 间 有 关 的 波动 方程 


in SP — mc YO) [30.1] 


的 解 . 我们 用 通常 的 方法 (参看 ,例如 ，[7. 7] 式 ) 把 这 个 方程 的 解 
展开 ， 在 这 种 情况 下 ，《 如 狄 拉克 所 建议 的 那样 ) 按 未 受 扰 的 本 征 
EA ws 展开 : 


y = 人 > ,an 人 i)u, "uo | [30. 2] 
其 中 
Houn= Ep Wn [30, 3] 
把 [30. 2] RIALO. 1] 式 ,并 记 住 130. 3] 式 ,我 们 得 到 
Dr — EA | 
= Dant Vunexp| -FEE | cao. 4] 
我 们 用 rkik AERJ dg 积分 : 


POLT [ i (9) 
bi] st i 
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= en imyexp | 51829 | (30. 8] 


iy dt. Xe OVI menp [+ eimi. 
l [30. 61 
我 们 求 一 个 给 定 初 值 ， . 
| a,C0) — a," 
的 解 ， 我们 也 把 这 个 解 展开 为 : 
a, (2) ai rai (0) tao) + | [30. 7] 
那么 , 初始 条 件 是 


a£? (0) =a duce [30. 8] 
为 简洁 计 , 我们 引进 | 
Olm =Y mex LO EMi, p.m] 
并 通过 [30. 61,408 t 积分 , 我 们 得 到 
po 一 下 ol | alamat, [30. 10] 


sta)- —4 Ef, (n|Q(D)af COdt 
pies Xj, tato ate im coa. 
[30. 11] 
BARAH PSIA ARA VO 和 与 时 间 无 关 的 了 四 ， 然 而 , 如 


O Aan 它们 可 以 弄 来 计算 光 的 受 涩 发射 和 吸收 . 在 这 种 铺 况 下 , 由 人 射 辐 射 声 
BERRAR T- ; 
CIE ETE TOI E 0 积分 ,我们 由 可 以 假设 , 例如 , DES ET V3: 302 

+ 一 0 MULA" AERAR. 
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果 了 对 时 间 是 常数 , 我们 能 够 算出 这 些 积分 的 信 : 
aj ()- — STi (ly jm) SPLGPAXGE 8000131, 


DO EO) 
[30. 12] 
af"Q)- Da DOV DUV m) ] 


x SxbpLG/R) ET? — En i] —1 
(E OT EE By) 


expL C/R) (E40 —Bí'0]—-1]- 
i ^ [30, 13] 


如 果 吾 和) 一 Bl 区 (共振 分 母 ), 这 一 近似 并 不 一 定 益 因为 , 由 于 我 
们 已 从 0 和 至 积分, TIED TAL TE, 所以， 在 [30. 12] 式 中 包 
含 共振 分 母 的 项 是 


-a4 (lY | m) È 


并 号 这 一 m OIM. 

[GV lm)t | Kh. 
另 一 方面 ， 上 P REE EE son i 
较 长 时 间 的 解 . 

我 们 现在 来 探讨 重要 的 特殊 情况 ， 其 中 两 个 能 量 值 中 之 一 ， 
EC, 处 于 连续 谱 中 例如， 如 果 一 个 原子 从 一 个 激发 态 跃迁 到 基 
态 ， 在 这 过 程 中 不 是 发 射 一 个 » 量 子 而 是 了 从 一 个 较 外 党 层 插 出 一 
个 电子 @, 就 是 这 种 情况 ; 这 个 自由 电子 有 个 连续 能 谱 ( 或 , 在 远 隔 
的 两 壁 情况 下 ， 相 邻 能 量 的 本 征 值 分 布 十 分 秽 密 一 一 维 连 续 能 
W). BRELO. 12] 式 中 所 用 的 初始 值 是 


Q ”和 如果 原 子 的 激发 是 旧 于 去 掉 一 个 内 层 电 子 ， 这 种 无 辑 射 跃迁 称 为 稚 台 效应 ， 
fiin, Æ E. H.S. Burhop, The Auger Effect and Oiher Radiationless Transi- 
tions， 一 蔬 中 可 以 找到 详细 的 论述 、 
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al -0,5 am, e(?-1x i= m; [30. 14j 
就 是 说 ， 我 们 考虑 一 个 已 知 是 洲 自 态 ?h 的 电子 的 抛 出 . 在 连续 请 


中 , 我 们 用 天 作为 变量 , 因此 我 们 得 到 


expt G/A) LE (E) -E J1 


a(k, 1) 2 — (k|V| m) EO Ej 


[30. 15] 
我 们 现在 计算 在 0 到 £ BopETRI RIPE. JA m EFE ES E RRE 
几率 , 其 中 
: EZ AE<E" (Kk) EBA) TAE. [30. 16] 
结果 是 
Wk, 0 — | la Ge, t) l*dk 


dk Asin?(t/2h&) LE (k) — EET 


^d GIV |m)? | [E 9 (E) — gay 


[30. 17] 
设 P(E) 是 在 能 量 这 层 
dt=P(E)dE [30. 18] 
上 坊 的 数目 . 
用 缩写 
=A [E 00 - E, [30. 19] 
于 是 我 们 得 到 


W.(k, D= POI GV |m)’ 2 E dz， [30. 20] 
由 条 件 
一 一 »1, [30, 21] 


13 


我 们 证 明 积 分 限 从 一 到 Foo 是 正确 的 ， 此 积分 等 于 ;所 以 
W (E, t) - PCE)| (EIV |m) |227, [30, 22] 


这 个 公式 特别 重要 , 因为 它 给 出 两 个 完 全 任意 态 之 间 的 跃迁 儿 率 ， 
由 于 公式 的 重要 性 , Sas mo RRE”. 
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$31. 一 般 对 易 关 系 

角 动 量 的 本 征 值 问题 及 其 对 应 的 变换 在 波动 力学 中 占有 重要 
的 地 位 ， 在 讨论 对 称 陀 螺 的 本 征 值 问题 的 习题 (参见 $ 47) m 11 
已 部 分 地 涉及 到 这 些 问题 .在 此 我 们 只 局 限于 最 本 质 的 要 点 .如 
欲 深 入 此 问题 , 可 参阅 详细 论述 这 些 问题 的 车 作 ( 例 如 ，P. A. M. 
狄 拉克 , 量子 力学 )、 

对 于 具有 如 下 角 动 量 的 粒子 


PeQPSPO-lG n) (Ab DRRR) 
人 [31.1] 
P, (2: — topa) xA x i 
(循环 交换 指标 ) 
我 们 有 对 易 关 系 : 
LP,, P,J—P,P,—P,P, -iPs on [31. 2) 
(循环 交换 指标 ). 


对 二 任意 数 上 月 的 粒子 , 这 些 对 易 关 系 也 都 成 立 , 此 处 
1 M EC M. 
Box epu 37) 


= dp), 0 [L3] 


角 动 量 算 符 是 为 了 描述 波 函数 在 坐标 系 转 动 下 的 变换 性 质 ， 
而 纯 形式 地 引入 波动 力学 中 的 ， 根 据 转动 群 的 运动 学 性 质 ， 能 给 
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HFIP 04 ETE A31. SERERA ARA: 
[P,, Cj]=0 (b —1,2,3), E31. 4] 
LP,, 4,]—0, pA j | 
LP, A = — [P A= ids, x 
KPO APOM zx? 的 标量 函数 ,而 4; AREA, x 路) 的 第 
个 分 量 ， 例 如 , 我 们 可 以 取 C= 五 (哈密 幢 算 符 ), C- |P? A= 
x 根据 这 些 关 系 ， 用 纯 代数 运算 便 能 导出 一 般 算 符 P iof 
值 和 眶 阵 元 @. 
当然 ， 我 们 也 能 通过 用 球 极 坐标 表示 微分 算 符 [31. 1] 而 解析 
地 处 理 ( 参 见 关于 本 论题 的 习题 ,§ 45)， 我 们 看 到 , 本 征 情 方程 
PY=AY [31, 6] 
与 球 函数 了 ,(9, p) 所 满足 的 方程 [18. 9] 相 同 ， 因 此 ，P? 具有 本 
征 值 
à-i0 41) (0,1,2,..). [31. 7] 
车 我 们 进一步 来 选取 2! +I 个 线性 独立 的 了 ,, 使 得 它们 同时 是 Ps 
的 本 征 函数 (这 是 可 能 的 , 因为 , 根据 [31. 归 式 , P 与 Ps 对 易 ) 


P4Y, = 一 区 = uY;, 


TE, me. Ym( 参 见 [18. 18133, 以 及 本 征 值 
um; m-—-—l,-—ltm, 十 [31. 8j 


 $32， 角 动量 的 矩阵 元 


在 此 ， 我 们 给 出 角 动 量 算 符 的 捧 阵 元 的 拔 要 ， 如 我 们 曾经 强 
. 亩 过 的 , 这 些 可 以 根据 对 易 关 系 [31. 5] 用 纯 代 数 方法 导出 . 


© 例如 ,参见 M. Born and P. Jordan, Elementare Quantenmechanik: P. A. 
M. Dirac, Quantum Mechanics. [中 译本 : P. A. M. he. 有 最 子 力 学 原理 , KRF 
译 , 科学 出 版 社 . HAKE] 
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[31.5] 


我 们 现在 用 了 KERETET L LER, EERI JE 
整数 值 的 可 能 性 ， 这 与 特殊 形式 [31. IJERI, REL 6] 和 
[31. 7] X, Jit HA fe Ve ajos e fi 

ZE, RERNE EU nd EUR 

(j, m' | |J, m), 
Xs io BUE (9 m EA AGE jme). Th BERG 
JE XO: 
m-j mil 09 mj 
m-j KAI 1152 Gj F143—0 
m-j—1(,j—1| 1452. Gji 15 3—D 
m-—Jj—240,4—21 ij j) . 


m=—j (j 一 让 13,3) 
在 PP 和 Ps 古 对 角 的 表象 中 (如 已 熟知 的 , 对 易 算 符 可 以 同时 
对 角 化 ), 我 们 得 到 


(J, m'| P*|j, m) =J H 1)8sur, [32. 1] 
G, m' |P; lj, m) = mom’, | [32. 2] 
ifi T dEJE 9E 48 E 
PVEPP, , 
我 们 进一步 得 到 


(J, m+ P, iP: J, m) — (J, m) Pi iP: jmt) 
1 —A/(j—m)Q-ricm) [32.3] 


全 ”这 种 表示 法 意 昧 着 ， 例如 , 对 于 j 一 172 R FARE: 
Pi+iPs— | de | Pi— imj "| 2 让 Ro de | 
一 ”一 00h — — [1 ol, — ?bo: i. 
Apex, di TAERE - 
] (uc 1 0 —i 
a-2|! :| | 0 | 
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But Xu s TT. 
HTE RE AE, NET AI RE) RATUA 3 
RCSL 5] F FX AER 365 3X 
G1, mcl|A iA [Jj m) 
= FHIAL GEmcr2)EImrl) 
《3 十 1 mjd lj, m) = GG+1AID Gom D) mE) 
(Q;mililAkiAlj, m - GIAI GT m) GEmr1) 
Gm [Asl J, m) - GI AID)m 
(j—1, m1] A; iA, |J, m) 
=4(j—1lAlj) VF mF m-t) 
(j—1, m]As jm) = G-- 11413) V GFG Em) 


y . [32. 4] 
tT dS Ep a P CES J, m 值 , 是 阵 元 都 等 于 零 ， 表 
达 式 (六 |417") 是 与 名 无 关 的 一 些 数 . 


8 33， 自 旋 


为 了 说 明 实 验 的 观察 结果 (首先 关于 反 旬 塞 曼 分 裂 ) 给 自由 电 
子 加 上 了 自 旋 [A-3j 吕 ， 利 用 角 动 量 的 一 般 表象 [32. 1], [32.2] 和 
[32. 3] 式 ， 可 以 将 上 述 事 实 包 括 在 理论 中 、 这 一 表象 的 确 并 不 以 
特殊 定义 [31.3] 式 为 根据 (L31. 3] 式 不 能 应 用 于 自 旋 ) 而 是 
仅 以 关系 式 [31. 5 为 基础 .基于 此 ， 可 能 以 纯 形 式 的 方法 将 自 旋 
引进 理论 中 名 . 在 电子 的 相对 论 性 论述 中 { 狄 拉克 方程 ) 证 明了 本 
节 所 讨论 的 自 旋 形 式 体系 已 被 包含 在 方程 式 中 ， 币 且 在 小 速度 的 
极限 情况 变 得 明显 了 @. | 

®© G.E. Uhlenbeck and S. Goudsmit, Naturwiss, 18, 953(1925) Nat- 
ure 117, 264(1926). 

Q W.Pauli, Z. Physik 43, 601(1927). 

® P.A. M. Dirac, Proc, Rog. Sec. (London)A117, 610(1928); A 188, 
351(1928). 
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现在 我 们 想 权 考 虚 具有 自 旋 的 粒子 的 普遍 化 的 描述 ， 关 于 粒 
子 的 自 旋 s， 我 们 总 是 指 始 终 具 有 固定 大 小 (与 其 分 量 相反 ) 的 角 
amu. 我 们 用 ss 表示 自 旋 算 符 .， 王 是 ， 例 如 ， 与 [31. 5] 式 相 
似 的 对 易 关 系 成 立 ; 

$18; — 858, — 185, dd [33.1] 

《循环 交换 指标 ). 
由 于 我 们 认为 |si? 是 一 固定 数 ， 根 据 [32. 1] 式 ， 它 必定 具有 如 下 
形式 

ls|*=st+si+s3 —5(84-1), 

式 中 为 半 整 数 或 整数 , 我 们 可 以 将 分 量 之 一 ae 例如 ss， 作为 新 
的 独立 变量 引进 波 函 数 中 : V — 9 (q. ss, t)， 然 而 ， 由 于 ss 只 能 取 
一 8,…, 十 8 SEE CIR L[ 32. 2] 3. 因此 我 们 也 能 写成 


PLI, 5s, D= 326,09, G, t) (—s<p<s), [33.2] 
例如 , 式 中 C,(ss) 由 下 式 定义 
c,» 

并 满足 正 交 性 关系 


1, 8&4= 4, 
33.3 
9, SÉ H, [ 1 


+s 1, =i 
Cx Hou ES : 
AI (53:0, (83) iue [33. 4] 
AUT si M HE ERCOR EH TERR IET 2E 

Sy Vu 1) — S oC! slu) à [33.5] 


中 最 易 看 出 , 式 中 矩阵 元 由 下 式 给 出 (参见 [32. 3] 58) 
M uc 
(ilsslu)-ng 

因此 , 例如, 我 们 有 


[33. 6] 
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3379, — 9, i, 


$i gud lsi tiso t Li ish, 


=y, v GF PSIS) 


+t GTR)GTIT), 


式 中 对 于 u— —5, 第 一 项 等 于 零 ,对 于 =s 第 二 项 等 于 零 . 
这 一 形式 体系 的 最 重要 和 最 基本 的 应 用 是 对 电子 的 自 旋 ， 由 


于 
sl, 这 意味 着 u=- +h, [33.7] 
- 因此 一 切 都 特别 简单 : | 
Isi! at stis es +=, 
.foil 00 a 
stia=| o , SI—182 NI S3 i E 
2| 
采用 由 下 式 定义 的 新 算 符 
j PE [33.8] 
EXEC ELIO 
ot=o} =o} ==] | [33.9] 
01 
[901 0 —i 
E |， || "| 中 os=| |. cos. 11 
这 些 算 符 遵从 对 易 关系 


[cv 04] 20,05 —050, = igg *** [33. 11] 


(D WE, o, A cs RARER EH] 
11385 


(循环 交换 指标 ). 
此 外 , 它们 还 满足 下 列 诸 关系 
0,037 —0530,—1053, 介 
( 御 环 交换 指标 ) 
EA aa: t a0, = lo, 0,1], = 0, 14 [33.12] 
CEEA). 2e 
也 于 最 后 这 些 关 系 , o, 称 为 反对 易 的 . 
现在 , 除 位 置 坐标 和 时 间 外 , 电子 的 波 函 数 也 要 包含 分 立 的 自 
EER 83; 自 旋 变量 代表 汉 旋 电子 (spinning electron) Wn 
由 度 ， 对 应 于 两 个 本 征 值 ss= 十 1/2 和 一 1/2, 象 在 [33.2] 式 中 那 
Fé, 我 们 将 归 分 成 两 项 妆 ! 和 ,并 写成 
Vir t 
ys t) : 


v (q, su 5-| [33.13] 


归 一 化 条 件 为 
[osvav- [io lar + [io rav, 


Arip dV 和 11?dV 可 想象 为 电子 分 别 县 有 平行 于 或 反 平 行 
于 正 z 方向 的 自 旋 的 几率 . 

显然 ， 这 一 形式 体系 能 够 直接 应 用 于 波动 力学 的 通常 计算 方 
法 (变换 理论 , 微 扰 理 论 , 等 等 , ) 一 般 地 , 除 2 和 以 外 ， 险 密 顿 纹 
数 也 要 包含 ss; 例如 , 若 存 在 磁场 囊 ， 哈 密 顿 算 符 将 包括 一 附加 
项 , 它 等 于 常数 乘 

8,H,-- 5,H;  SHs. | 

可 以 直接 将 这 一 形式 体系 推广 到 入 个 具有 自 旋 的 粒子 的 系 
$t. 此 时 波 邱 数 也 包含 六 个 粒子 的 每 一 个 自 旋 变 量 Pal, …， 
N), 这 里 ei 3 — 5/07, ,一 39) 诸 值 之 一 ， 对 于 一 个 电子 ， 我 作 
只 有 s 品 :一 士 172， 可 以 定义 总 角 动 量 为 
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3-23 x 9 clam, 
X MORTE ISO ERRAL. 5]. 


$ 34， 旋 量 和 空间 转动 

这 里 我 们 要 来 研究 ， 已 给 出 的 自 旋 形式 体系 相对 于 空间 转动 
如 何 表 现 ， 

为 此 目的 , 我 们 考察 一 个 2x2 LEERE 8， 对 此 我 们 特别 要 
求 | 

detS — 1, 

(根据 么 正人 性 , S8* =1, RASH | detS |*— 1; Hn, 在 detS=e'* 中 有 
一 个 未 定 的 ,无 关 重要 的 相 因数 , 其 中 a 是 实数 . ) 


网 uy detS —8,,.8,, —S,, 8. —1 [34 1] 
Zo Sz Sa » detó = 511922 (m ost ` 
根据 条 件 
NM — BS 
-1 一 Ar+ 下 =f 5 
£ SARS E s] i NE 
于 是 我 们 得 到 “ 
SiS, S, —Shj Sal’ + iSl SL 
我 们 可 以 用 这 些 结果 写 出 
s-| Si 2 [34.3] 
a x —8Sf, Sh j ` 


我 们 将 证 明 ， 由 年 阵 S 表示 的 变换 为 一 转动 。 空 间 转 动 的 这 一 表 
示 在 量子 力学 之 前 就 已 为 人 所 知 ?， 例 如 ， 和 矩阵 8 可 写成 三 个 欧 
勒 角 (图 34. 0) 的 函数 : 


Q £u F.Klein and A. Sommerfeld, Uber die Theorie des breisels, 
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S,-— cos exp E (2 zÀ 
i m [34.4] | N, 
S,,—isinlexp E (9 一 2 ] 2-7 


2 2 
:现在 我 们 引入 一 个 二 分 量 数 学 型 i 
£—|£i él, [34.5] = m Ng 
厄 任 费 斯 脱 称 之 为 旋 量 , 它 被 3 变换 如 下 : 图 34.1 
E =£.8, ESE Sat &Su7 ES Sf t 

És = ELS H £185, — 5,8 4 H 5) 


我 们 看 到 , 我 们 的 二 分 量 波 函 数 [33.13] | 
b | | 
=: 34. 7 
T 网 RIS 


祖 对 于 空间 转动 对 扣 反 步 地 变换 下 : 

yi— Sudgi— Suy St y1— Boy 
$= — Say t+ Saudi Shy t Subs 
RHEE, EN 52] 8] 5. — 5 TREE B, 而 且 


kj | | | » i 
MC 


[34.6] 


p =8 4, : [34. 8] 


Bp, df fef P CE: 
£t, Vr. : 
> 一 pi, Y 
-上述 公式 仍然 成 并 ， 
现在 ， 我 们 进行 一 个 重要 的 考察 : 每 一 么 正 变换 (包括 我 们 
KIS), 保持 型 


[34. 9] 


N —(££*) = EET + EE} [34. 10] 
或 a 


© p HHT ERRE pE Ep CEVORS I EBERT KE, 
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pesci) o. [84.11] 
不 变 。 这 可 通过 代 换 E= ESH ESE RRE RZ, 可 以 
说 , 基于 理论 的 物理 意义 的 这 一 要 求 , 同 单 模 性 (detS=1) 和 线性 
的 要 求 一 起 , 决定 我 们 的 特殊 变换 矩阵 8 的 型 

现在 , 我 们 要 来 证 明 : 变 的 & 实 际 上 民 示 一 个 转动 ， 我 们 引入 

两 个 矢量 x 和 d (d 称 为 自 放 密度 ) 与 矢量 — (ov oa oa) (参见 
[33. 10] 式 ) 相 联系 : 

X= (o£*), d= (j*aq). [34. 12] 
这 一 表示 法 表明 , 例如 ， j 


x= > PH ET anie 


a=}, 2 f-l,2 


利用 


我 们 得 到 
z,-cir,-2££j di tida =24i p: 
c— iz, —2£E,E* d, —id,—29tiy, ' (34. 13] 
$,—5,5t — bé da= prp — viv. 
现在 我 们 回 : ARIS 变换 志和 争 时 , xF d in, TE 
答 这 个 问题 , 我 们 计算 下 面 的 表达 式 
a? Hrita = (w Hie) (æ ix) xj. 

利用 [34, 13] 和 [34. 10] 两 式 , 我 们 立即 得 到 

st- e+e N =R. [34. 14] 
AE, 我 们 得 到 

di -di-cdj-p'-T, [34. 15] 
于 是 , hF SRN Le LT Ld LIIS, 所 以 我 们 已 证 明 : 25458 (1:8 
TOES, 它 将 引起 一 个 转动 . 在 两 种 情况 中 , 我 们 得 到 完 侈 相 
，142 。 l 


而 的 转动 ， 由 于 这 种 转动 的 线性 变换 性 质 , 我 们 也 能 写成 
| € 253 9 d= Dhd. [34. 16] 


利用 [34. 6), [34. 8] 和 [34. 12] 三 式 , 我 们 立刻 得 到 
Sos =D rán. [34, 17] 


TE BET USA. 17] 式 , 把 按照 [34, 全 式 由 三 个 实 参 数 表 征 的 S 变换 与 
转动 4 联系 起 来 

S-»A. LOC [34. 18] 
由 [34. 17]j 式 的 形式 可 见 , 相反 的 联系 是 双 值 的 : 

A8, 

A-»—8. 
例如 , 37 5, 和 5, 都 改变 符号 ( 即 , S= —1), A x $n d A588: 

é——£, x'—x; y'-—*, d =d, 
车 
51->4, Sy-B, 
MEERE C 
8181» 4B. 

TEMERE BIT E34. 17] 式 来 证 明 这 一 点 : 


S10; ST = Dor Ai 
k 


TICiST = D oB, i 
. k 


8,859,811) 8; = $,8,0,81 B, = 9 70, (AB) 
和 m 


此 外 , 我 们 间 顾 下 列 规则 
6181) i -S8548:1, (S1S11) Sr 一 | 
这 节 的 内 容 与 群 论 非常 密切 地 联系 着 ， 我 们 在 此 不 能 对 后 者 
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加 以 介绍 ， 有 一 些 详细 论述 波动 力学 与 群 论 的 关系 的 教科 书 @; 
为 了 较 深 入 地 学 习 这 一 课题 , 必须 参考 这 些 书 藉 ， 

注 : 去 掉 3 是 么 正 的 限制 (但 保留 det S — 1 的 要 求 ), 则 上 述 
见解 可 推广 到 洛 伦 兹 群 @; 用 这 种 方法 我 们 得 到 相对 论 性 自 旋 
理论 . 


Q) B.L.van der Wacrden. Die Gruppontheoretische Methode in der 
Quantenmechanik; H. Weyl, Group Theory and Quautum Mechanics; E. P. Wi- 
gner, Group Theory and its Application to the Quanium Mechanics of 
Atomic Spectra; W. Pauli, 
CERN, 1956. 

O ”这 是 洛 和 伦 兹 变换 群 , 热 知 它 由 型 


x* Tg 十 zt -一 CT 


Continuous Groups in Quantum Mechanica, 


的 不 变性 所 表征 . 
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第 十 章 ”具有 自 旋 的 全 同 粒子 


$ 35， 对 称 性 的 类 别 

我 们 首先 考虑 用 上 标 (1) 和 (2) 标 记 的 两 个 全 同 粒 子 ， 因 为 粒 
子 是 全 同 的 , 所 以 它们 的 哈密 顿 算 符 必定 是 对 称 的 ( 即 ， 在 粒子 交 
换 下 不 变 ). 例如 ， 对 二 在 核 的 岩 仑 场 和 附加 的 磁场 中 的 两 个 电 


F, 我 们 有 
pun p Ze* Ze? e? 


r= 2m ' 2m rO r” Tua 
üi G»- T eh 
iHe e); aou 0 [0] 
Z 
Vi (XO, sP, eg) [35.2] 


为 这 一 哈密 顿 算 符 的 波动 方程 的 一 个 解 ， 根 据 哈密 额 算 符 的 对 称 
性 , 直接 得 到 另 一 解 
$un—y (XO, sr, sP) Puy; [35.3] 


” 式 中 Pu 为 交换 上 新 个 粒 了 的 算 答 ( 交 换算 符 )。 线 性 组 合 


p= pıt Pi : 
" ， 35. 4 
posse, JARÐ . [85.4] 
pao= pir n}, o, i 
| pos a y OAD [95.5] 
具有 重要 的 性 质 : 对 称 解 和 反对 称 解 之 间 的 矩阵 元 
| SO pH dvds, [35. 6] 
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总 是 严格 地 等 于 零 。 我 们 芳 交 换 方程 中 的 粒子 ， 则 左 端 并 不 改变 
《下 的 对 称 性 ! ), 酒 右 端 改变 符号 ; 因此 , 我 们 必定 有 
(al H18) —0. [35. 7] 

所 以 , 一 全 对称 解 绝 不 会 变 成 一 个 反对 称 解 , 反之 亦 然 , 这 就 是 涪 ， 
有 两 类 不 同 的 粒子 , 对 于 任 一 相互 作用 , 两 类 粒子 之 闻 的 转变 都 是 
不 可 能 的 吓 : 
对 称 粒子 HET, ERAN 
反对 称 粒 子 er tene 

AÉOEWRTEL ESUERTONT-2), WIBERIBEIE S de 7r 2 EBR, 
存在 一 类 对 所 有 的 粒子 是 对 称 的 解 ， 和 一 类 对 所 有 的 粒子 是 反对 
称 的 解 : 


[35. 8] 


Py, (x0, id EE U0, sS) 


=p GPS ss ees on, sq), [35.9] 
Pip (x, sQU ep XxXOD, "E 
=E pipa CX US, aS Ds enr 0D, aq), [35. 10] 


式 中 卫 为 一 任意 交换 , 以 及 

2p 二 十 1,P 为 偶数 次 ， 

zp 三 一 1,P 为 奇数 次 (例如 ， 对 于 两 粒子 的 一 次 交换 ). 

此 外 , 还 有 与 以 上 所 述 不 同 的 其 他 类 对 称 性 ， 在 这 些 对 称 性 中 , 不 
能 将 它们 从 并 扩充 到 太 二 1。 当然 ， 若 一 个 另外 的 粒子 与 原 已 存 
在 的 那些 粒子 (例如 , 在 原子 中 ) 磁 撞 , 则 两 类 粒子 问 的 转变 是 可 能 
的 ， 所 以 , 或 者 只 能 存在 所 有 各 类 的 混合 ,或 者 只 能 存在 对 称 的 和 
(或 ) 反 对 称 的 类 别 ， 实验 表明 ， 自 然 界 奇怪 地 不 利用 第 一 种 可 能 
性 : 迄今 仅 已 发 现 玻 色 子 和 费 密 子 . 


Q RETAMA ecd: TENAX BG A em RET gt 
gi MRAR ERNETEN AHi. EA W. Pauli, Phys. Re. 98, 716 
(1940). 
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§ 36， 不 相 容 原理 

现在 我 们 要 比较 精确 地 研究 玻 色 子 和 费 密 子 的 性 质 ， 为 此 ， 
我 们 考察 在 一 级 近似 下 是 孤立 的 粒子 ; BD, 我 们 略 去 粒子 问 的 相互 
作用 . 

让 我 们 再 从 处 于 态 m 和 ns 的 两 个 无 耦合 的 粒子 着 手 ， 并 把 
它们 所 属 的 本 征 函 数 写 成 | 

ug CX), sy ) 和 Unal P sg?), 

我 们 知道 ， 无 而 合 的 粒子 的 波 函 数 是 个 别 波 函数 的 积 . 


Ou, (n CO, a9?) us (09, a?) 


Tt, CXD, 2299) t. (XP, S) ) Cang [36. 1] 
Us cc (us (CX, 887) us Ce 9, ao) 
— Wn CD, at) uu CX, ate C... [36. 2] 
Gc rir opio [36. 3] 
l9 nmn. 
车 两 函数 是 全 辣 的 , 我 们 由 此 得 到 
Ws = us, (XD, 050) «i, (e D, s), [36. 4] 
us 0, ü [36.5] 


对 于 费 密 子 来 说 , 两 个 粒子 都 处 于 同一 个 态 的 状态 绝 不 存在 ! 这 正 
是 不 相 容 原理 的 顶 见 ， 鞭 至 在 波动 力学 创建 之 前 就 已 对 电子 提出 
这 个 原理 了 @， 现 在 我 们 知道 ， 它 对 所 有 其 它 费 密 子 (例如 ,质子 
和 中 子 ) 也 都 成 立 ， 
从 对 不 相 容 原理 的 肤浅 考虑 , 可 能 会 认为 , 正在 提出 一 种 超 距 
作用 ， 由 于 这 种 超 距 作用 ， 使 得 其 至 晃 远 分 开 的 粒子 也 役 此 了 解 
(“ 订 了 契约 ")， 然 而 ， 并 非 如 此 ， 因 为 只 当 两 个 粒子 的 波 包 重生 


T W.Pauli, Z, Physik 31, 765(1925), 
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v 


EE 


v 
分 离 的 波 包 . RENEE. 
可 个 别 追 踪 的 粒子 ， TA XDBE T. 
TARRAT. 不 丰 容 原理 有 效 . 


图 36.1 
(图 36. 1) 时 不 相 容 原理 才 有 效 ， 菩 波 包 不 重 聋 , 则 在 空间 各 处 我 
们 都 得 到 
Un (XP, at0?) un, (X, aj) 0, [36. 6] 
或 , 对 非 定 态 ， 
uix, 84, t) olx, 5$, 1) —0, [36. 7] 

在 那 种 情况 中 ， 由 于 根据 [36. 6] 3X, FU un =0 时 我 们 才能 有 
Ua, 一 wa 所 以 上 面 的 对 称 化 是 不 重要 的 ， 

推广 到 多 粒子 时 内需 组 合 地 计算 ， 在 对 称 化 时 ， 我 们 必须 对 
所 有 Ni 个 排列 求 和 : 


u =06: S Piu, (x90 s), i j=1, 2, 5, N, [36. 8] 
P a 
u—c* Se sP (u.s (AP, st » 
P 


wa (XI, SGP) us CD, ag) e an CX, G°) 


CD 


CE e o a (00, a9) 
[36. 9] 
PAR ws 中 的 任何 两 个 函数 相等 ， 则 这 一 行列 式 恒 等 于 零 ， 这 
又 正好 是 波 隙 数 重 到 的 任意 多 个 费 密 了 的 不 相 容 原本 的 内 容 。. 
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$37. 所 原子 


我 们 获得 与 下 述 假设 极其 接近 的 氨 光 谱 : 哈密 顿 算 符 是 两 项 
之 和 , 一 项 对 空间 坐标 是 对 称 的 , 另 一 项 对 自 旋 坐 标 是 对 称 的 ， 自 
旋 - 轨 道 相互 作用 小 于 库仑 相互 作用 的 这 种 情况 也 称 为 罗素 - 桑 逢 
Nd. ` 

让 我 们 首先 单独 券 虐 两 个 电子 的 自 旋 ， RIINA 173 D. 
(参见 [33. 3] 式 ) 


1, 83 一 + 
Cis) — 


0, 84— — 


l 0, 84 + 
€.(35)— 


1, $35— —-—r 


2 
由 这 些 波 函 数 我 们 只 能 构成 一 个 反对 称 组 合 : 


[37.1] 


=. mw[- v= 


OED, 89) AOA 0. (09) — 0. (89) C ($9), 
[37. 2] 
利用 [33.5] 和 [33. 8] 式 不 难 证 明 | 
| (o9 - o4) -C* GSP, a0) 0, [37. 3) 
子 是 ， 我 们 只 得 到 -- 个 本 征 值 ( 即 0); 反对 称 术 为 单 态 . 
另 一 方面 ,对 于 构成 对 称 浊 合 ， 我 们 有 三 种 可 能 性 : 
Ct Ce s?) - C. ot?) C, Cat?) 
E (S^, a0?) — C6, G4) C. Caf?) "C. Cet?) C. CP. 
C* , Cab? f?) - C. C99) C. Cof?) 
[37. 4] 
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对 于 这 些 组 合 ,下 列 关系 式 成 立 : 
Lopta 1-01 , m,-1 
3$ -o$)0$ =0, m,—0 >, [37.5] 
l(.o$»0t 一 (一 DC m--1 
即 ， 对 称 态 是 三 重 态 ， 我 们 已 用 总 自 旋 的 ss 分 量 的 量子 数 m 来 
表征 三 个 三 重 态 。 我 们 也 得 到 
is (gt) i C4, - demam Ch, =20h,. 


[37. 6] 
现在 ， 我 们 必须 将 自 旋 本 征 函 数 的 对 称 性 的 类 别 与 空间 函数 的 对 
称 性 的 类 别 


wx) v(x) "eu (x9) (x07), [37. 7]... 
u^ — Ag uc vx?) — ux) otac)) [37. 8) 


正确 地 组 合 起 来 . 电子 ( 费 密 子 ! ) 的 总 波 函 数 必须 是 反对 称 的 ( 相 
对 于 空间 和 自 旋 的 同时 安 换 )， 为 了 和 做 到 这 点 , 有 两 种 可 能 性 : 


U(x" , sS x0, sí?) —ut(xC, x0. O° (s$U, zl 
» 


B ds 
[37.9] 
V (Cx, aP xO, sg?) =u’? (xD, XO, Cat, e$?) 
ZEKA 
m,= +1,0, —I 
[37. 10] 


因此 , $C P109 7 CRI 
AS: 仲 氨 ， 
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ZES: ER. 
在 基 坊 ， 
u-v,BrEL u” —0, m V? =0, [37.11] 
这 意味 着 , 只 有 一 个 单 态 项 ， 

在 这 里 所 考虑 的 近似 中 , 哈密 顿 算 符 只 对 空间 学 标 是 对 称 的 ， 
由 [35. 7] 式 得 知 ， 有 这 是 波动 力学 的 典型 结 - 
果 , 是 先前 所 不 能 理解 的 . 

为 了 确定 能 量 的 本 征 慎 , 我 们 将 丙 电 子 间 的 库仑 相互 作用 


. V (xD, HD) — V (x60, wn) = [37. 12] 
12 í 
FFER CREBRA IE RERE). 利用 库仑 积分 
J= [intet Pho) py Gm Hdt dra E37, 13] 
和 交换 积分 了 


(D ”电子 交换 的 频率 与 交换 积分 的 联系 如 下 : 


RERE S 

ult, x? t= 0) SF 0r!) eund a), 
fEM AU RITA 

au(x? x DeL ut(x' i. xenp —-] 

195 v2 ` h 
utet, xh exp) - iret. 
E p 
Et-— EF 2J, 

我 们 得 到 


1 ' 2i 
D xi gye a lft, a 
u(x ux, t) Jai x expl iga] 


0 
由 此 导出 
(ex, t= ZÈ hyj - gie ied = uih, am, t= -0)]. 
电子 在 时 刻 L—xh/2J; 已 交换 了 intu XE Ez I fl iA OU 
2J| 
rs 


w= 
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Ji ut (xeu (x oct 


V(x, x) dv nd, [37. 14] 
我 们 用 [29. 10] 式 求 得 能 量 本 征 值 有 下 列 移动 ; 

AES — Jo, [37. 18] 

AE-=J h. [37. 16] 


ZEER ds US 2: 2J. X TF A E-A aa COEGIT I 
距 ); 它 具有 静电 能 的 数量 级 . 
在 关于 氨 光 详 的 最 早期 论 文中 已 经 可 以 找到 较 好 的 近似 @. 


§ 38， 两 个 全 同 粒子 的 碰撞: 英 脱 理论 2 
dt pe BEP T d nU Cum e, B lg 1/2) fy f. vx 
AA RT ROSE BL EB: 
X= xc ae . [38.1] 
JE s 31 PEE CR FS E ER f C An, S UL [19. 8] 式 和 
$18 KÆRE). WILL 在 此 我 们 能 写 出 


, u(x)=P -S-f(0) (38.21 
P-exp[?ikz J-iyclnk(r— z)], [38. 3] 
S = Lexplibr— iylabr], [38. 4] 

1 
P= ka he . [38.5] 


e .exp[— iyln(1— 6080) —2i0 (0, —1/ v] 


2m»v?sin "3? 


f=- 


[38.6] 


(D W.Hcisenberg, Z. Physik 38, 411(1926) fn. 39, 499(1927). 
© N.F. Mott, Proc. Roy. Sor. (London) A 126, 259(1930). 
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HD 38.1 
m 一 折合 质量 )， 因 为 粒子 旦 全 同 的 , 我 们 不 能 区 别 9 和 0 — 0 或 
x 和 --x. 在 经 典 力学 中 ,我 们 要 将 在 9 fom x 一 9 角 处 的 强度 相 
加 ;然而 , 在 波动 力学 中 , 对 于 非 极 化 的 粒子 , 我 们 必须 写成 

WCG) 4-(3lu(x) -uC— x) H ulw) tu C- x) 1?) (38. 7] 

Nt c- Ät 
权重 因数 3 起 源 于 对 终 态 电子 自 旋 取向 (m=—1,0, +1) 的 

取 和 ，[38.7] 式 包含 一 个 波动 力学 的 典型 干涉 项 : 


Wx)— [uCx)|?-- lu(— æ)? 


| -Z tuGnu*C- x) +u* Cx)u(- x). 


JU BOE f$ E Ie RR FAL E ORT US 2838s 8T EI DC BI RS LA -4 ]. 
WU SCRI 38 ds 3 ICH d 88 
IFC f(x —0) |*— 10) 1? LfG— 0) I? 
EF Gr —-0) E f*CO) fux —0)), [38. 8] 


干涉 项 
我 们 求 得 微分 截面 为 
Q= HIFO- Faaa 
-et 1 1 1 
= 十 Ade 
incu mur cos! 2.0 sin’ ZEILE 
1— cos 
x cos( yln ne lan 
L38. 9] 
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在 此 公式 中 的 干涉 项 是 波动 力学 的 特征 . DUAE UDINE DER 
紧 靠 在 一 起 .9 二 x/2 是 一 个 特殊 情况 ， 在 此 情况 中 , 公式 [38. 8] 
中 的 四 项 都 相等 ， . 

对 于 两 个 自 旋 为 零 的 金 HOT (例如 4 粒子 }，[38.7] 和 
L38. 9 两 式 应 以 下 两 式 来 代替 

| W (x)— [u(x) tul — €)1* 
和 . 

d@= 1f(0) - f(x —0) dO. 

根据 [38. 8 15x, 这 里 也 有 一 个 干涉 项 ， 

例如 , 实验 上 已 证 明 电子 ,质子 和 a 粒子 有 平 涉 项 ; 因此 , 这 些 
粒子 的 费 密 子 特性 和 玻 色 子 特性 被 证 实 了 . 


$39.， 核 自 旋 的 统计 法 


现在 我 们 将 用 一 个 简单 而 基本 的 方法 来 证 明 : 核 自 旋 [人 A-3 了 于 
对 转动 态 ( 例 如 在 双 原 子 气体 中 ) 的 统计 法 具有 重要 的 影响 ， 
我 们 考虑 由 两 个 全 何 原 子 甩 组 成 的 分 子 卫 ,， 这 样 一 个 转子 
(CHR dE") BS EIE SR ICE, 知 为 球 谐 国 数 ( 参 见 8$ 31), m B. dE A GE 
值 为 
EI +D, 


式 中 4 为 分 子 的 转动 惯量 人 ， 对 于 偶数 7, RE 函数 是 偶 函 数 : 
Yi(0, 9) 2 C7 DFO, g'); 8'—a—6, 9'—n-9, 
对 于 核 自 旋 为 零 的 情况 ， 我 们 有 玻 色 统计 法 ， 且 只 出 现 这 些 对 称 
dk. Mu EMO MEI 不 为 零 , 情况 就 不 同 了 ， 一 个 核 自 旋 了 有 具有 
27 十 1 个 取向 的 可 能 性 mm， 
D ”这些 转动 态 [t{ = 二 0,1.2. …) 的 间距 比 分 子 振动 的 激发 能 小 得 多 . 所 以 ， 一 全 


整个 转动 能 级 带 属于 每 -一 个 振动 能 级 , 而 这 就 是 分 子 典 型 的 带 光 谱 的 原 短 ， 
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—I<m VI, | 
所 以 ,分 子 其 有 (21+1)* 个 可 能 的 核 自 施 态 mw? me, 它们 分 成 
三 类 : 
CS. Ci 21-- 1^: HER OT) 
COCOS Cu Cup, mem, I2I41)4 QI DA d 
Cu Cn; — Cu C, mem, I2I41) ds. 
如 前 , 我 们 必须 将 这 些 自 旋 范 数 与 空间 国 数 适 当地 组 合 起 来 : 
a. 工 为 整数 ， 玻 色 子 :( 在 自 旋 十 空间 中 是 对 称 的 ) 


q- RARE I 的 态 的 数 及 I+ 
具有 奇数 了 的 态 的 数目 ”了 


6, 了 为 六 整数 ， 费 密 子 ; (在 自 旋 十 空间 中 是 反对 称 的 ) 


0 一 共有 侦 数 了 的 态 的 数目 7 
具有 奇数 了 的 态 的 数目 “7 十 


这 里 名 正 是 谱 带 中 祖 邻 谱 线 (=0, 1 2, …) 的 强度 比 ， 所 以 ， 
它 可 根据 分 子 光 谱 推 断 出 来 ， 根 据 对 @ 的 了 解 ， 即 能 确定 了 的 值 
以 及 核 的 对 称 性 . 

在 历史 上 , 这 对 确定 原子 核 是 由 质子 和 电子 所 组 成 ,还 是 由 质 
” 子 和 中 子 所 组 成 起 过 作用 .中 


(D R, W. Pauli, “Zür ülteren und neueren Geschichse des Neutrinos" 
in Aufsätze und Vortrüge über Physik und Erkenninietheorie(Vieweg, Bra- 
unschweig, 1961), 
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$ 40. 间隔 中 的 基本 解 
1， 用 下 述 两 种 方法 , 确定 能 在 相距 为 荆 的 两 平行 履 问 自由 运 
动 的 粒子 的 基本 解 : 
a. 利用 本 征 解 
yu, 1) u(x)exp| Bt | 
的 适当 和 加 , 并 考虑 完全 性 关系 
Doue ju, (x)=). 
5， 用 完 爹 自由 粒子 的 基本 解 , 并 用 镜 象 法 以 满足 边界 条 件 . 
并 证 明 ， 用 上 述 两 种 方法 所 得 到 的 表达 式 是 完全 相同 的 .为 
此 , 利用 由 下 式 定义 的 了 函数 OD 的 性 质 


$4(z|r)— * exp[2niz ]exp[:zvn*] 


a=- 


=1+2D 1cos2nz-exp[ iz zn*], 


n=] 


所 需 的 性 质 是 


名 


1 
2 
dy z|vr)— (— i0) 2 exp PARE 


T 


E! ) 
UL 
© WE T. Whittaker and G. N. Watson, A Course of Modern Analy- 


sis(Cambridge University Press, New York, 1962) pp. 462ff, 
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2， 利 用 上 部 分 所 求 得 的 基本 解 K Co, 2, 0. JRR 
plz t) = ['aefir )K (2, or t) [40. 1] 
来 确定 波 包 的 和 运动， 假定 在 5=0 时 波 包 具 有 fRMMDEGX. Gut 
由 高 斯 分 布 
fG— a) = (oo 28) exp 全 GAY tG- — 

的 反射 所 得 到 的 级 数 为 fx). 

证 明 [40. 1] 式 也 能 由 下 式 表示 

vG, t) = XD G- £o), t) — 9o(2nL— (x— 2), £)), 


[ 40. 2] 
AP polerat) 为 属于 初始 分 布 了 的 完全 自由 粒子 的 解 . 通过 
把 P(PG D — $902 EIS — p £8 HR Td 
已 .一 全 {lpi tipi E 
和 一 个 干涉 项 | 
P= ZU ST Esa ERR a 
用 [40. 2] 式 讨论 几率 分 布 PCI, D — $9 * 中 BS TP. XB IB 
式 定义 
Vimy.nLE(r—m), t). 
证 明 , 时 间 不 赤 长 时 (co -- 3C imo KL, Hx RT. e 
外 , Rl S.A CER PL, 并 惜 助 于 第 一 部 分 中 给 出 的 函数 3 的 性 质 ， 
WEB] t— oo B] P, 变 成 均匀 分 布 I/1L_A-5]. 


41， 束 继 坊 和 隧道 效应 


1 根据 波 函 数 及 其 一 阶 导数 在 势 的 突变 点 连续 的 条 件 , 确定 
* I57。 


fiE 3& fy: fic f, ORE 0 SO: 
4 对 于 一 维 势 阱 (图 41. 10); 
565， 对 于 三 维 球 面 对 称 蔓 防 (的 41..18)， 在 波 消 数 出 是 球面 对 称 


< 办 tb) 
图 41.1 
68 态 ) 的 假设 下 . 
HE EZ) 3 BE ZR RE 09 ERU 
本 征 值 的 数目 . 


条 件 , 计算 上 矩 形势 垒 的 透射 系数 
Juju]? (FE 2 RE RE EC 0). (S ER 
数 。 这 是 隧道 效应 的 一 个 例子 (图 41, 2). 


842. 克朗 尼 格 - 朋 奈 势 


”对 周期 矩形 势 (克朗 尼 烙 -期 奈 势 ), 推导 决定 能 量 本 征 值 五 的 
方程 。 利 用 波 国 数 及 其 一 阶 导 数 在 势 的 突变 点 是 连续 的 条 件 ， 以 
及 周期 势 的 本 征 贸 数 的 下 列 普遍 竹 质 : 


| 462] 
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y(r)-exp[ikz ur); w(t) Fg. 
讨论 在 5-0, ab(mVa/ K) 一己 = 和 常数 的 极限 情况 中 E(GORB)fI S. 


§ 43， 球 谐 函数 | 

e hes Y.C0, p) i EO 75 FE 

LT EAC Ft y idt + DY,-0, 
HERO, 则 给 出 了 次 的 谐 多 项 式 ， 它 能 拨 2-1 个 线性 独立 
Br ERE 


Y,4(0, p) Pr(x)e'"* 
展开 , AP g= cosh DAR — Um l; Y n MEOE 


2 i-o. 
对 于 一 给 定 的 m? 信 只 有 一 个 解 ， 它 在 = 十 1 和 =--1 处 是 有 
限 的 . 

1， 借 助 于 代 换 


Qa) 2 | 


g=(1— 2°)", 
并 从 m= tl 的 情况 着 手 , 证 明 Pr 的 微分 方程 的 解 为 


Pi(x)-(1— at) CY Tal ey, 


[43. 1] 
GSC Ho f [EE CREE DER SO. EIER f m da EE; AXI AX, dE 
明 关 系 式 


P= OC, SPP RHO, -cavu : s 


例如 ， 可 通过 比较 [43. 1] P x F9 E ijs E R9 XR Mee E SEC, 
Efi. 
2. 从 恒等式 
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Jay e 29 DAGQA - DO —2 - 240—271) =0, 


[43. 2] 
着 手 ( 式 中 2 为 一 任意 实数 ), 通过 Lem 次 微分 , 推导 递 推 公式 
PYP = (2141) i-a. [43. 3] 
应 用 
dew cay --2(-E1) 


x [eaae dms 
验证 另 一 伍 等 式 
tP (+m lr PT!—PT7,,—O0, 
应 用 [43. 3] 式 ，. 上 式 可 变 成 如 下 形式 
{271+ D)aP? — (1-- m1) P7,,-- (L4 m) P? ,, [43. 4] 
3. 计算 归 一 化 积分 l 
i (PEY de= N7. 


Hik, 根据 [43. 4] 式 推导 联系 N a 与 NP 的 递 推 公式 . 对 m=? 
的 情况 , 有 一 个 从 [43. 2] 式 导出 的 附加 递 推 公式 ， 结 果 为 


E rT (12) 


m Cm) 2 
2b »(Q(—m)I2l r1 [43.8] 
4 用 归 一 化 的 球 谐 函 数 
YinC0, p) =-= m NI (cos) e!"* 


推导 其 分 量 为 
e; + ies = sine” Fl e= cos 
的 单位 矢 e 的 矩阵 元 
(U, m-- 1le;-4 ie5 [| 85, m) CU, m] es | E, m), 
R= 1 或 天 = 一 1 时 它们 才 不 等 于 零 ， 
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$ 44， 谐 振子 的 基本 解 
通过 对 ?的 求 和 ， 确 定 洲 振子 的 闭合 式 的 基本 解 (这 里 7= 
wot) 


Elz, x', 1) = S At (at Y. Gr)expi inta r]. 
D [44. 1) 
为 此 目的 , 用 表达 式 
| expo 71-7 | exp t 2ivz dv 44. 2] 
是 方便 的 ， 由 此 导出 厄 密 多 项 式 
H.G)- C^ D*expLe* (45) expL-2*] 


- (—1)"expla’] -| (iv) expl —v'+2ivz]dv; 
- [44. 3] 
TE, 
DS ES on zi 
o= ggr Cree] 上方 
x | Civ)" expL — v? L2ivz]dv, . [44.4] 


将 此 表达 式 代入 [44. 1] 式 , 得 出 五 (wz ， 昌 的 一 重 积分 , 在 其 被 积 
函数 中 可 对 % 求 和 ， 因 此 , 不 难 利用 [44. 2] 式 计算 这 个 二 重 积 分 . 
结果 为 


K(s 2 De e d 


A/Anisinr xo 2sinv 
根据 所 求 得 的 下 的 积分 , 也 能 直接 导出 完全 性 关系 
K(x, x, 0)- DO D) O)-óG-—a). 
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$ 45， 角 动量 
1， 证 明 角 动量 的 分 量 在 球 坐 标 中 可 表示 为 


Sos 9959, 9 
LS: (5+: sinô Jọ’ 


PiP,=e "(一 如 .cosÓ Z) 


Jöt smo 2g /" 
此 外 , 证 明 : 把 这 些 算 符 作用 十 了 i.m(9, e) = Pre” 而 得 出 
(P, -iP;) Y,,(9, 9) — —Yis4(8, 9), 
(P,—iP)Y 4, 9) 2 — Gm) (— m4 DY uai. p), 
关系 式 (参见 $43) 


mo mC + m)! m 
Pr— —10) a [rers rui [ 45. 1] 


能 用 来 证 明 第 二 个 公式 . 

2， 用 归 一 化 积分 |{Pr(z)}*dz( 参 见 843) 的 值 应 能 计算 KE 
阵 元 l 

G, m — 1i P, iP; E, m) 和 Ci, m—1|P,—iP,H, m). 
和 验证 P,—iP, 是 Pi+iP。 i 5 9e dee, 

3. PHARE t — (1—20 jt, 借 其 王 复 积分 表达 式 


m E m2 C1)! Grm) (1— (x4-£)? y 
Pi (r)— (1- £z ! 2:01: 2ni Ur. dt 


验证 [45. 1] 式 ， 这 里 重要 的 是 , 不 仅 E Em 是 整数 , 而 且 i E E 
fr. EBAR (C 1— x 和 #== 一 (1 十 共处 的 正则 性 ,] 


8 46， 分 波 


1L 车 波动 方程 
i d? 


dm ic rv) ky. -ZEV (r) v0 
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HAAV (MDEA rakhke 1/7 RAP ERES, MEAR v. 在 大 了 处 的 
渐 近 行为 由 下 式 给 出 
vr~ C ein (kr— L2 6,09); (46. 1] 


在 不 受 力 作 肌 的 情况 , (2m2 / A) V, Cr) 二 十 Tr 我们 有 0,— 9, 


[vov r'dr —ó(& —k) t46. 27 
BA — 4E tg R 
0 — [46. 3] 
是 等 价 的 ， 为 此 , 利用 [46, 2] 式 的 如 下 形式 
lim | radr| vivo dW =1, [46. 4] 
R2o'0 JEb-ONE/2) 


并 利用 由 连续 性 方程 导出 的 关系 式 


[eve ttar = {rp y: (ro ) 
a kk — 而 dr k 


] 
pk 


— {rv.) 


d A 
dz (9 2) -n. [46. 5] 


UFER k 的 积分 后 抽取 Roo 的 极限 ， 
2. 证明 : 车 给 [46. 1] 式 中 的 位 相 加 上 Inr 级 的 修正 , 则 对 产 
仑 势 的 情况 , 上 述 颖 果 也 是 正确 的 . 
3， 对 于 在 抛物 线 坐 标 中 库仑 势 的 波 函 数 , 计算 坐标 ?= 一 (172) 
一 42)[[18.66] 式 (以 长 度 a 为 单位 表示 的 ) ] 的 对 角 和 矩阵 元 . 为 
此 ， 可 以 利用 拉 盖 尔 多 项 式 Lren 的 母国 数 以 及 在 $17 中 已 算出 
的 归 一 化 积分 (参见 [17. 42] 式 )。 


8 471， 对 称 陀 螺 


讨论 具有 转动 恒 量 4=B 和 0 的 对 称 陀螺 的 本 征 值 问题 . 用 
Vo fü 8, 9, X WE E TR 1E NHH dk Pe Po, Px 表示 的 经 典 力 学 
í * 163" 


给 密 顿 函数 为 
Pi | (Pen cosp)” , pi 
H=  24emió 3207 


它 导 致 波动 方程 
1 1 9/, pj 1 1 /3 c 10g Mel 
pA EY) )+ 2A en ap condo) , 

d y — E, | 
209Xx* Ri 

joy 

y —0(8)exp[i( m X —m'o)] 
引出 微分 方程， 
sing 人 sind.) O0? m+2e0s dmm’ — Asin*)8—0, 
: [47. 1] 
式 中 
ja (A /1 1 
s- em (S- 4) PES 


RA z=(1— cos?) /2, 1 一 zm 二 (1 十 cos8)/2, 由 [47. 1] 式 我 们 得 到 
oo) 一) 和 +A mt) + 


-cmm')x)9 =0, [47. 3] 
利用 
Omn! PCTEL TE DEES AE A [47. 4] 
则 了 的 方程 是 超 几 何 微分 方程 
z(1—2)f'' - (y — Qa-- +l) f —aBf — 0, [47. 5] 
并 有 i 
g+8=2m+1 
af— —2A-- m 41) f. [47. 6] 


p=m+m +1 
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Jv BOTOUSE, ETENEZ, UDELAT. 5] 的 一 个 在 zx=0 为 正 
则 的 积分 由 下 列 级 数 给 出 


1 2 B, tI) BBHI) s |. 
F(a, B, y, x) - 1- 1 y^ 1:2 rrt de : 


这 里 , 我 们 允许 区 和 m 具有 正 负 整数 和 半 束 数值, 但 要 使 m cm 
为 整数 . 
WEB]: 对 ?的 正 负 整数 值 成 立 的 解 由 下 列 积分 给 出 


= _ exp[iraj] P(l-a)f yz-t 
Fí(a, f, Y, v) 一 2ni 6-96 1i (1 


—1)'7*7 (1— ta) "*dt. 
积分 路 线 C 以 正方 向 围绕 点 0 和 1, 但 是 点 11z 在 C 之 外 ， 
我 们 有 
F-D(y)FGB,y m), y=1, 2, 
4 KEIER FE An Rf SOR: 五 为 一 多 项 式 ， 而 [47. 4] 式 是 有 限 
的 , 这 意味 着 & 为 一 负 整数 或 零 . (交换 a 和 月 并 不 得 出 新 解 . ) 证 
明 : 仪 当 


A-JAG-F1) [47. 7] 
( 按 定义 j AE), 而 且 
j 土 % 和 jow 为 整数 并 且 不 为 负 值 [47. 8] 
时 , 才 确 如 王 述 . 
于 是 我 们 有 


a=—j+m, B=jtm+l, y=m+m' +1,- [47.9] 
通过 将 t=1/s 和 t=(1/z2)(z 一 8)/(1 一 s) 代 入 积分 表述 式 , 证 明 : 
当 Fina P. a 时 ， [47. AJA p H Omm 满足 


Dam dtm +m)i,g | 
0-4 -« 7:71) G-s iO e Om mrs [47.10] 


并 推导 
* 165 * 


ES ()—m)t miw f d HM j-e jie 
f rT HW (i) d rl M. 


[47. 11] 
此 外 , WESH: 
(1—2)'^* *F(y—B, y—&, y, 2) - F(a, B, y, x) 
意味 着 
mm = Omm, - [47. 12] 
最 后 , VERE MOTA 
NE| (0, GOYda [ arma a) Gaz, 
[47. 13] 


在 这 一 表达 式 中 ， 例 如 , CP) sEIH BOAT. 11] A8 FWAR 


达 式 的 积 来 代替 :然后 可 进行 分 部 积分 , 并 可 应 用 第 一 CORB 


| a ADEL OD ; $0,920, [47.14] 
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Louis de Broglie physicien ei penseur(Albin Michel, Paris. 
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附录 英 译本 编者 评注 


[A-1] (4) 本 肯 握 出 的 问题 是 构成 量子 论 历史 中 最 吸引 人 的 方面 之 
一 , 这 就 是 量子 论 的 几 闪 本 性 是 否 和 量子 论 给 出 自然 界 的 完备 描述 这 一 要 求 
想 容 的 问题 。 在 1927 4: 3X qr dE Dux (Fifth Solvay congress EB 
热烈 讨论 过 这 个 问题 , 结果 是“ 哥本哈根 解释 ”获胜 了 。 后 者 是 这 相 容 性 中 的 
一 个 信条 .然而 , 由 德 布 多 意 , SEDIS, PERRERA PRHE C 
点 是 相信 完备 理论 应 该 是 以 决定 论 交 基础 的 . l 

泡 利 在 这 -- 节 中 谈 到 的 “直观 图 象 ”暗中 指 的 是 德 布 罗 意 的 “ 导 波 "， 它 
是 “决定 论 方案 ”中 “ 隐 变 量 ”的 一 种 特殊 实例 ， 在 献 给 德 布 罗 意 六 十 寿 搬 
的 《路 易 - 德 - 布 罗 意 , 物理 学 家 和 思想 家 >(Albin Michel， 巴 黎 , 1953) 一 书 
中 ， 泡 利 的 题 为 《关于 星子 力学 中 路 参量 的 和 导 波 理论 的 评论 ?@ 的 论文 里 ， 
最 清楚 地 揭示 了 这 个 门 题 ， 他 写 道 (第 35 页 ): “在 1927 年 索 耳 未 会 议 上 , 与 
德 布 罗 意 讨论 了 这 个 理论, KERRAN. RAL, ATARAM RH 
量子 力学 的 并 协 解释 ， 德 布 罗 意 放弃 了 它 3， 共 理由 在 他 的 < 波动 力学 导论 > 
(1929) 中 详尽 此 阐述 了 ”， 后 来 ， 在 第 37 页 上 ( 指 上 述 书 中 的 页 数 一 一 中 译 
者 注 ), 泡 利 从 普遍 观点 出 发 去 讨论 “在 借助 于 一 些 隐 参量 ， 币 使 明子 力学 成 
为 决定 论 方案 来 完成 量子 力学 的 党 试 ; 导 波 理论 只 是 一 个 特殊 的 例子 ". JEE 
他 淮 断 (第 42 页 ):“ 在 物理 理论 的 诠释 和 论证 中 ， 有 物理 学 的 型 由 (这 与 折 
学 没有 关系 ) 使 我 相信 , 在 并 肉 幅 念 的 基础 上 解释 波动 力学 是 唯一 可 接受 的 
虽然 在 相对 论 范 畴 中 还 进 不 能 认为 量子 力学 的 状态 是 肯定 的 , 但 我 根 信 ， 这 
个 理论 的 发 展 只 是 使 我 们 更 加 不 可 能 作 旭 决定 论 的 和 因果 的 解释 ”. 

在 同 -- 本 书 中 , 爱 因 斯 坦 的 论文 < 关于 一 些 基本 概念 的 绪论 >9 里 最 消 楚 


(D XHIft«Colected Scientific Papers by Wolfgang Pauli>Interscien- 
ce, New York 1964 vol. L. pp. 1115. 一 一 中 译 者 注 

Q 指 的 是 导 波 理论 ,一 一 中 译 者 注 

© 参 再 , 许 良 英 等 编译 < 爱 因 斯 明文 集 ? 第 一 卷 第 535 页 至 540 XR, 8625 Hs fi 
1977 年 ,一 一 中 译 者 注 
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地 表达 了 这 节 中 提 到 的 他 的 信念 ， 他 (第 六 页 1 写 道 : “条 一 个 物理 系统 的 ES 
KRE XX HE db Ag Enik THE 一 个 观察 或 济 最 而 客观 地 存在 
着 , 并 且 原 则 .能 用 物 型 的 表达 方法 米 描述 . "并且 在 第 八 页 :“ 因 此， 人 们 意 
识 到 不 得 不 把 用 波 国 数 岂 对 系统 的 描述 看 作 是 对 真实 状态 的 不 完备 的 和 蘑 
述 。 

关于 隐 和 变量 的 较 晚 近 的 讨论 ， 人 参看 J. S. Bell, Rev. Mod. Phys. 38, 447 
(1966), 关于 一 个 新 近 实 验 工 的 试验 , 参看 S. J. Freedman fii J. F. Clauset, 
Phys. Rev. Letters 28,938(1972). 

[A-2] ($8660 和 所 有 它 的 导数 都 是 “广义 慢 增 函数 ” (empered 
distributions. 

一 个 广义 基数 (distribution) zz X 29.H 7i Je x S& Joli ec up ORE E pa) 
的 一 个 线性 连续 兴 苑 Fpl KERA 

FLAP: t Àspil— A Flp + As 9], 
limo; =FLy], 


对 任何 这 样 的 两 数列 po peo, EPI Time, e, FA e) f AERE ERRAR. 


包含 在 Zz 的 有 限 区 域内 . 


V^ SL Hé f c AAR b GO GE XLI, PNE 导数 y^ rur XS 
近 于 零 , 即 对 任何 非 负 的 £45 om, 


lim fæ jip ™ (z) —0 
Iz! 


— ^ FE XCBR X A MA E hb RE Am f a ABEJ REA t. f Ca) CHI, fr fe ER A 
和 a 使 得 当 |z|->00 时 ,|f(z) | KAE) i L-A LAE EA 


flyi= MG) ade. 


AAR Az BE Si F fo, Pn IRR Y GEEK E, f; —f;-0, WIPE 
们 举 浆 同 -- 个 广义 次 数 ， 所 以 , E 8 8 2E JE rn 2E BUR DICE T ER RC OC) 的 全 部 
KRELL- PCR 


Óyj— [o Gr) P (a) dx — y (0). 
DIXMNDLLUCLTELITDEESOREE TULIT 
f'tei- [f'éovcoace —[fGov' Codz  — fio! ]. 


ERPF, A EE E ERE HS CRUCE TER CE FOE Fn REDE UR IR 
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t D 


9 的 标 各 | FG Y GO da 定义 一 个 广义 提 增 函数 区]， 因 为 任何 波 范 数 少 (zx) 
都 是 平方 可 积 的 ， 

对 于 广义 国 数 性 质 的 简要 说 明 , LA, An A. Messiah, Quantum. Mec- 
AÀanics (North Holland, Amsterdam, 1961) 45 — 25, 附录 A. 

[A-3] ($$833,39) ^H Er T- B yem BL TE T E] IR D SR. E, 泡 利 的 作 
用 邦 总 极 共 重 要 的 . 早 在 1924 reap LCS e PD ECT SECURE T. 的 
Wi, 在 < 自然 科学 >(Naotartpissg, 12, 741(1924)) k, 他 用 现存 称 为 超 精 细 相 五 
作用 的 术语 讨论 了 “ 某 些 谱 线 的 伴 线 "; 他 写 道 : "这 个 能 县 差 因此 可 理解 为 由 
于 原子 核 的 复合 结构 而 引起 的 , PETER, 一 般 说 来 , 原子 核 具 有 不 为 零 
的 合 角 动 其 ”. 

值得 注 党 的 是 , 虽然 , 在 < 物理 学 期 刊 ? [Z. Physik 31, 373(1925) (1924 
年 12 月 2 日 交 稿 )) 泡 刑 注意 到 了 电子 明子 态 的 "奇异 的 二 值 性 *， 然 而 这 时 
他 还 不 准备 接受 电子 的 角 动 虽 观 念 . 这 个 结论 是 建立 在 “ 破 金 属 光 详 双 重 结 
T3" CB IK VIDE RGD 051008 pr SCA SE BR" CIE E OCIO 上 的 . 在 上 述 论文 
中 , 他 写 道 :按照 这 个 观点 , 磊 金 属 光谱 双重 结构 , 以 及 违背 拉 莫 尔 定 理 的 出 
现 ， 是 由 于 一 种 特大 的 ,经 典 方法 不 能 描述 的 发 光电 子 基 了 半 理 论 性 质 的 二 值 
性 ," 泡 利 在 他 的 《&1946 年 诺 贝 尔 奖 演讲 > 中 (重印 在 “Colleeted Scientific 
Papers by, Wolfgang Pauli, Interscience, New York, 1964, vol.2,p. 
1080) SERE fib fl Ho B. T FL E SE POET ER D A: “虽然 起 先 我 由 于 这 个 概念 
R3 £2 E 7) ^F: DS REM V AA EIE E BS EEE, ISE TE DX TOOL EHI IR E 
值 的 计算 [L. H. Thomas, Nature 117, 514 (1926) J0P hil. Mag. 3, 1(1927). 
JEX 88 J. Frenkel, Z. Phys. 37,243(1926) ], M o REESE T =", 

的 确 因为 相差 了 这 个 托马斯 因子 2, WA RUBUS FT e LAB REIS 9 3 JR. 
格 (Kronig) 的 计算 (未 发 表 ，1925 i4). XGA REGIS. ED op Bo sf kg 
详情 , TEW. i& [£z d: f8«20 p £0 88 H0 PR» (Interscience New York 1960) 
H R. 3E] JE sien 也, 工 . 范 德 扎 尔 登 的 论文 中 可 以 找到 . 

关于 楼 自 旋 的 历史 , 在 Physics Today 14, No. 6 p. 18(196D, S. A. 3 
4& Iri t CGoudsmit) ifj ie x «pr sm ARARA AER TOR: 他 写 道 : “多 年 来, 每 
HPA LFR, 他 总 神秘 起 说 他 “宁愿 不 被 援引 ”, 只 是 在 三 十 人 年代 后 期 , 我 
才 弄 清楚 他 总 指 秆 么 说 的 .” 

[A-4]($38) 这 点 足 对 与 自 旋 无 关 的 力 才 是 正确 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 散 
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射 不 引起 自 旋 的 翻转 , 因 曾 反 平行 的 全 同 粒 子 在 入 撞 中 仍然 是 不 可 区 则 的 ， 
(A-51 ($40.2)3& E fi: Dan. Mat. Fys, Medd, 30，No.2(1955) 中 对 
TIL 1098 13:112 3295 3-95 2.5 5): 53 2 1:8 82 2.17) 


(17275 


arī a particales, $38 * 

六 函数 T function, § 17e. d, e, fi 8 38d. e 

ráka aaka Hankel relation of l function, 8 17d- 

IET 2 Euler integral representation of F function, 
$ 17d " 

PRESB Xs Integral representalion of I function, $ 17d 

56- 函数 8-funcrion, $ 8. $ 10, 附录 [A--21 

$-HjX& 1 function, $ 46 

Burhop E.H. S., $39 f Fil 

Jeffreys, H., $27 页 下 注 

Kemble, E. C, $27 urit 

Messiah, A.,  Ff3€LA-2] 

Riccati 微分 方程 827 

Sexl, Th., 820 页 下 注 

Whittaker, E. T. and Watson, C. N. §17f 0 FiE, $ 40 页 下 注 


一 般 超 几 和 何 国 数 General hypergeometric function, $ 17e 
HALNAK HA E Differential equation for general hyper- 
geometric function, § 17e 页 下 注 ,，§ 47 

H1} Field of force, § 14, $15, $ 18a 
—A4 EHE Two-component wave function, § 34 
人 射 平 面 波 Incident plane wave, $ 19, 8 20, $24 
入 射 球面 波 Incoming spherical wave, $21 
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儿 率 分 布 Probability distribution, § 13, 8 41 

几率 的 干粮 Interference of probabilities, 56, $ 41 

几 素 的 约 化 Reduction of probability, $ 6 

儿 率 流 密度 Probability current density, § 7, $ 13 

LRA Probability density. $ 4, $6, 87, $ 14 

T XE Generalized wave function, § 14 

广义 慢 增 函数 Tempered distribution, 附录 [A-2] 

于 涉 项 Interference term, § 38, $ 40 

干涉 效应 {现象 } Interference effects(phenomena), $5 

包 正 变换 “Unitary transformation, § 28a 

2 ERE Unitary matrix, $ 28a, $34 

三 重 态 Triplet, § 37 

ZEKIRI Triplet scattering amplitudes, $ 38 

与 时 间 无 关 ( 涯 态 ) 的 波动 方程 Time- independent wave equation, $ 11, 
$15, § 27 

5B REX) Time-dependent forces, $ 13, 830 

与 时 间 有 关 的 波动 方程 Time dependent wave equation, $ t4, § 30 

5I BUG XO) e Time-dependent perturbation theory, § 30 

AmA Secular equation, 8 29e 


pu 划 


BOXES. Antisymmetric state, $ 37 

反 法 称 和 粒子 ( 费 窗子 } Antiymmetric particles (fermions), 8 35 

反 评 动量 Recoil momentum, § 5c 

KETIA Anomalous Zeeman splitting, § 33 

分 子 带 光谱 ”Band spectra of molecules, $ 39 

REHALA Asymptotic formula for partia! wave, § 23a, § 25, 
§ 46 

分 波 法 Method of partial waves, 8 23a, $ 16 

NEHA Bessel functions, $ 21 

DISEH-T'*X;X ^ Bessel's inequality, § 9 

jud Ed; Hermite polynomials, § 15, § 44 

. 174° 


e 


厄 密 多 项 式 的 全 函数 Generating function of Hermite polynomials, 
l 815 
厄 密 多 项 式 的 归 一 化 ”Normalization of Hermite polynomials, $ 15 
厄 密 多 项 式 的 完全 性 ”Cempleteness of Hermilian polynomials, $ 15, 
$ 44 
上 密 多 项 式 的 微分 方程 Differential equation. for Hermite polyno- 
mials, § 15 
fo wA EZ Recursion formula for Hermite polynomials, 
l $ 15 
厄 密 性 i 条 件 ) Hermiticity (condition), $ 12, § 16, 8 28, $ 29 
mi Hermitian matrix, $ 16 
wa Hermitian operator; $ 12 
后 任 费 斯 脱 “Ehrenfest, P., $34 
XIZ Gordon, W., 820 页 下 注 
ELA Balmer formula, $ 18d 
Hih Complementary quantities, § 5 
不 相 容 原理 Exclusion principle, $ 36 
rt- Neutron, § 36 
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平均 值 Average values, § 3s. § 13 
FA PAg HAER Isotropic harmonic oscillator in plane, $ 17 
平面 中 谐振 子 的 波动 方程 Wave eguation for harmonic oscillator in 


plane, § 17 
Æ Migi Plane polar coordinates, § 17a : 
平面 谐振 了 的 归 一 化 ”Normalization for plane harmonic oscillator, 
§ 17c 


平面 谐振 子 的 渐 近 解 Asymptotic solution for plane harmonic oscil- 
lator, $17f 

XPbpREEGEER  Averaqe over phases, $6 

对 易 子 Cominutator, 8 13 

对 如 关系 Commutation relations, 3 13, $ 15, $ 16 
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tite  Symmetricat top, 8 47 

IRERE Eigenvalue problem of symmetrical top, 8 47 

对 称 陀螺 的 局 一 化 ”Normalization for symmetrical top, $ 47 

对 称 院 旦 的 波动 方程 Wave equation for symmetrical top, § 47 

对 称 态 Symmetric state, $37 

对 称 波 国 数 ” Symmetric wave function, $ 35 

HRAT GEP) Symmetric particles (bosons), $ 35 

对 称 类 Symmetry classes, 8 35, § 37 

HRE Logarithmic phase correction, $ 19 

这 界 条 件 Boundary conditions, $ 7, § 40 

Ji-—1f5 Normalization, 8 3a 

J “化 的 波 包 Normalized wave packet, $ 3a 

本 征 态  Eigenstates, $8 

4k Eigenfunctions, $ 7, $ 285 

zkíEfi Eigenvalue, $7 l 

.本 征 值 IHJ 题 Eigenvalue problem, $7, § 15, $ 28b 

主 层 子 数 Principa! quantum number, § 18d 

主轴 变换 Principal axis transformation, § 29e 

Aggy Brillouin, L., § 27 页 下 注 

iX air Hankel functions, § 21 

EEA Rutherford scattering formula, $ 20 

EX JI — FR f& Orthonormal functions, $9 

正 交 时 一 芽 数 的 完全 集 Complete orthonormal set of functions, §9, 
816, $28 l 

正 交 关系 “Orthogonaljty relation, $7, $8, § 15 

正 交 曲 线 坐 标 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 “Laplacian in orthogonal curvilinear 

coordinates, $ 18g 

正 态 Ortho states, $ 37 

正则 送 动 方程 Canonical equation of motion, $11, §13 

E4 Ortho helium, $37 

电子 Electron, § 18e, § 30, 833, $35, 8 37, § 38, 8 39 

电子 的 自省 ”Spin of electron, § 33 

"IT76。 


J$* "Vector potential, § 11 

出 射 球面 疲 Outgoing spherical wave, § 19, $ 21 
H GES  Tesseral harmonics, § 18 
齐 次 多 项 式 Homogeneous polynomial, $18 

可 分 方程 Separable equation, § 17 

aA i: Observable quantities, $ 13 
古 德 斯 密 特 Goudsmit, S. , 附录 [A-3] 
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AWAREI Isotropic anharmonic oscillator, § 17a 
ARPER FWE ”Degeneracy for isotropic harmonic oscilla- 
tor, § 17 
AAA RR FR Egy FE Schrödinger equation for isotropic os- 
cillator, $ 17 : 
Aaw- Anisotropic harmonic oscillator, $ 17 
AbH) Central force field (potential), § 18a, b, § 23 
有 心力 势 的 波动 方程 Wave equation for central potential, $ 18a, 
$23 E i 
有 附加 势 的 线性 谐振 子 Linear harmonic oscillator with additional 
potential, § 165 | 
自 旋 的 历 忠 History of spin, 附录 [A-3jJ 
AEEA Orthogonality relation for spin, $ 33 
自 旋 的 对 易 关 系 Commutation relation for spin, $ 33 
自 旋 环 征 函数 Spin eigenfunctions, § 37 
当 旋 电子 的 归 一 化 Normalization for spining electron, § 33 
BUR Spin variable, 8 33 
Be- SB THE (FRI Spin-orbit interaction, $ 37 
žE Spin matrices, $ 33 
自 旋 密度 Spin density, $ 34 
自 族 算 和 罕 Spin operators, 8 33 
自由 粒子 的 波动 方程 Force-frec wave equation, § 21 
AHJ Confluent hypergeometric funciion, § 17e 
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合流 超 几何 国 数 的 积分 表示 Integraj representation of confluent hy- 
pergeometric function, $ 17e, 8 18e 

合流 超 上 几何 国 数 的 渐 近 公式 Asymptotic formula for confíuent hyper- 
geometric function, $ 17f, 8 18d, e, 8 19 、 

合流 超 几 和 何 图 数 的 微分 方程 Differential equation. for confluent hy- 
pergeometric function, $ 17e 

光 的 相干 性 ”Coherence property of light, $5c 

Xj Diaphragm, $5, $6 

XE Light quanta, $ 1, $ 5a 

交换 积分 Exchange integral, § 37 

交换 算 符 Exchange operator, $ 35 

原子 的 波 往 Wave nature of atom, § 5c 

RTH Atomic nucleus, § 18e, $ 39 

p-ro Valence eleclron, 8 18d 

X xfi Overlapping wave packet, § 36 

动量 守恒 ”Momentum conservation, § 5 

动量 的 不 确定 性 Uncertainty of momentum, § 3a 

动 蕉 的 测量 Momentum measurement, § 5b 

yhy Doppler effect, $55 

初 值 问 题 Initial value problem, $ 10, $ 40, § 44 

他 态 Para states, $ 37 

4é$& Para helium, $ 37 

约旦 Jordan,P., § 166, 831 页 下 注 


t 划 


角 动 量 Angular momentum, $ 18e 
角 动 量 的 对 易 关 系 Commutation relations of angular momentum, 
831 
角 动 量 的 本 证 值 方程 Eigenvalue equation for angular momentum, 
$31 
fis) BiP Matrix element of angular momentum, $ 32 
Ajmer Angular momentum quantum number, § 18d 
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束缚 态 Bound states, $41 
两 个 全 同 粒子 的 碰 扩 Collision of two identical particles. $ 38 
两 个 全 和 辣 粒 子 的 磁 撞 截面 Cross section for collisions of two idcnti- 
cal particles, § 38 
低能 粕 子 的 散射 Scattering of low-energy particles, $ 25 
低能 粒子 的 散射 哉 面 Cross section for low-energy particles, $ 25 
抛物 线 坐 标 Parabolic coordinates. 8 18f, 8 46 
hikita E Laplacian in parabolic coordinates, 
$ 18g | 
找 物 线 坐 标 中 氢 原 子 的 分 离 变量 Separation of hydrogen atom in par- 
abolic. coordinates, § 18g—3 
库仑 积分 Coulomb integral, $ 37 
库仑 祖 互 作用 Coulomb interaction, § 14, $37 
库 色 势 ( 场 ) Coulomb potemial(field), § 18e, d, e, f, 819, § 20, § 35, 
$ 37. § 38, § 46 
ECBA Asymptotic solution for Coulomb potential, $ 19 
位 置 的 不 确定 性 Uncertainty in position, $55 
位 置 的 测量 ”Position measurement, § 5a 
完全 性 关系 Completeness relation, $9, $10, 8102. § 28a, § 40 
fü Pure case, $6 ' 
折合 质量 Reduced mass, § 18e, $38 
均匀 场 Uniform field, § 26a 
均匀 场 中 粒子 的 本 征 值 问题 Figenvalue problem of particle in 
uniform field, § 26 
均 急 场 中 粒子 的 近似 解 Approximate solution for a particle ina ho- 
mogcneous field, 8 26c 
Hiig Convergence in the mean, § 9 
jE£ETEJ; e Continuity equation, $ 7, $13 
连续 谱 的 归 一 化 ”Normalization in the continuum, $8 
连续 谱 的 年 阵 力 学 ”Matrix mechanics for continuous spectra, § 28c 
连续 谱 的 拭 阵 法 Matrix method for continuous spectra, $ 28c 
LEERAREA Uhlenbeck, G.E. and Goudsmit, S., $ 33 
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kzi Dirac, P. A. M., $30, $31, 833 

kiz w Ó-:i&3& Dirac ó-function, 88, § 28c, BE ;$ [A -2] 
犹 拉克 方程 Dirac equation, § 33 

Airiga Hilbert space, $ 16a 

ARABES XE Vector in Hilbert space, $16a 
EBD Klein F., $94 页 下 注 

XWix Kramers, H. A., 827 

SHE Kronig,R., Ij 3€, A-3] 

5-8): f$*  Kronig-Penney potential, $ 42 
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ghk Classical mechanics, $2, $5, $6, $11, 813, 827 

经 典 力 学 各 波动 力学 问 骨 转化 关键 ”Translational key between classi- 
cal and wave mechanics, $2, $ 11 

经 典 正则 运动 方程 Classical canonical equations of motion, $11, 

$13 

经 监 的 转折 点 Classical turning points, $ 27 

经 上 典 和 量子 统计 法 Classical and quantum statistics, $6 

£k Classical quantities, § 2a, $11 

RaR YE Radia) differential equation, $ 18e, § 23 

径 量 子 数 Radial quantum number, $ 18d 

FCEH”)  Rolator("dumbbell"), § 39 

转动 态 的 统计 法  Siatistics of rotational states, $ 39 

转动 群 Rotation group, $31. l 

ft) ik Moment of inertia, $ 39, § 47 

3& Potential, $ 12, § 14, $165 

3509 2510] i Range of potential, § 24 

J&HJr Potential welt, $ 4! 

势 第 中 的 粒子 Particle in box, $7 

$&f£& Potential barrier, § 27 

具有 均 勾 场 的 波动 方程 Wavc equation with uniform field, § 26a 

具有 高 斯 分 布 的 波 包 Wave packet with Gaussian distribution, 835 
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F% ig Laguerre polynomials, $ 175, e, $ 18d, § 46 
BpEXGKG&GNGXOGNEEER Generating function of Laguerre polynomi- 
als, 8 17b 
iamma Integral representation of Laguerre poly- 
nomials, § 17b 
拉 盖 尔 多 项 式 的 微分 方程 Differential equation for Laguerre poly- 
nomials, $ 175 
拉 羔 尔 多 项 式 的 递 推 公式 “及 ecursicn formula for Laguerre polyno- 
- mials, $ 17e 
线性 谐振 子 ”Linear harmonic oscillator, $ 15 
线性 谐振 子 的 本 征 值 Eigenvalucs of linear harmonic oscillator, 
$15, $16 | | 
线 几 和 谐振 子 的 选择 定 则 Selection rule for linear harmonic oscillator, ~ 
'8 16e 
线性 谐振 子 的 个 辽 Matrices for linear harmonic cscillator, § 16 
tb keitin THEA Matrix method for linear harmonie oscilla- 
tor, § 16c 
线性 谐 挎 子 的 波动 方程 Wave equation for linear harmonic oscilla- 
tor, $15 | 
线性 谐振 子 的 丰 本 解 Fundamental solution for linear harmonic os- 
cillator, § 44. 
线性 谐振 子 的 蔗 定 齐 方 程 Schrödinger equation for linear harmonic 
oscillator, § 15 
线性 算 符 ”Linear operator, $12 
变换 理论 Transformation theory, $ 28 
变换 算 符 Transformation operator, § 28 
M Wave vector, $1 
M E Wave packet, $ 2a, 83, $ 4, $ 55, 8 40 
波 列 Wave train, § 5b 
波 运动 学 Wave kinematics, $5 
witk Wave normal, $1 
HEX Wave function, $ 2a, $10 
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波 数 Wave number, 84 

Fais Periodic potential, $ 42 

周期 势 指 本 征 田 数  Eigenfunctions of periodic potential, $ 42 

规范 不 变性 Gauge invariance, § 13 

规范 群 Gauge group. $13 

韭 相 对 论 性 波动 方 各  Nonrelativistic wave equation, $ 25, $10 

非 灶 合 粒子 的 哈密 顿 算 竹 ”Hamiltonian operator for uncoupled parti- 

cles, § 14 
定 态 Stationary state, $7 
定 态 的 线性 登 加 Linear superposition of stationary states, $7. 88, 
$10 

质子 Proton, $36, $39 

空间 中 的 转动 Rotation in space, $ 34 

Es-3XkEULS4r — Russel-Saunders coupling, § 37 

帕 塞 无 杆 公 式 ”Parseval formula, $3 

泡 利 Pauli, W.，8 33, $34, £35 页 下 注 ，$ 36 VET ik, $39 页 下 注 ; 附录 

[A-1], LA-37 

HFA EERE Pauli spin matrices, $33 

态 State, 84, 86 . 

单 态 Singlet, § 37 
- 单 坊 散射 振幅 Singlet scattering amplitudes, $ 38 

驻 波 Standing waves, $7, 8 15 
. 范 德 外 尔 登 van der waerden, B. L, $34 页 下 社 , 附录 [A-3] 
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Bitka Lorentz group, $34 l 
显微镜 Microscope, § 5a 
HAJEE Total angular momentem, $33 
HME Total! cross section, § 23b, $ 25 
氨 原 子 的 分 立 能 谱 Discrete energy spectrum of hydrogen atom, 

$ 18d, k 
气 原 子 的 主 基 子 数 ”Principal quantum number of hydrogen atom, 
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$18d 
AFERE Continuous spectrum of hydrogen atom, $ 18e, i 
复原 子 的 径 向 量子 数 Radial quantum number of hydrogen atom, 
$ 18d i ; 
氨 原 子 的 角 动 量 量子 数 Angular momentum quantum number of hy- 
drogen atom, $ 18d 
Ars Ground state of hydrogen atom, $18d 
但 原子 前 向 并 性 Degeneracy for hydrogen atom, $ 18d 
THAE tAd Energy eigenvalue of hydrogen atom, $ 18d, b 
SURT GIO) Asymptotic formuia for hydrogen atom, 
(6220), $ 18e l 
带 谐 函数 Zonal harmonics, § 18b 
柱 函 数 Cylinder functions, $ 21, § 26a | 
柱 国 数 的 积分 老 示 Integral representation of cylinder functions, 
$21 
柱 晤 数 的 微分 方程 Differential equation. for cylinder functions, 
$21 
IRURE Auger effect, $30 
ir BohrN., $5 
Bif Bohr radius, § 18c 
玻 尔 有 最 子 条 件 Bohr quantum condition, $27 
玻 色 子 Bosons, $35, $36, $38 . 
玻 色 统计 法 Bose statistics, $35, $39 
WA Bohm, D. ,附录 -和 -1]- 
WE Born, M., $ 16c 页 下 注 ，$ 31 页 下 注 , 附 东 [六 - 引 
玻 恩 近似 法 Born approximation, $ 18h, $24 
TRUE SERRE RMERE Method of steepest descent of Cauchy and. 
Riemann, $ 265 l 
HAMAIKA Courant, R. and Hilbert, D., $ 26b 
殉 拉 第 Euler angles, $34, $47 
欧 拉 积分 (第 一 类 ) Euler integraliof the first kind), $47 
欧 拉 积分 表示 (六 盟 数 的 ) Euler integral representation of /" funct- 
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ion, $ 17d 
衍射 实验 Diffraction experiment, § 5c 
衍射 理论 Theory of diffraction, $ 26a 
HAA Diffraction pattern, $5 
相对 论 自 族 理论 Relativistic spin theory, $34 
相对 论 质 点 力学 Relativistic particle mechanics, $1 
相对 论 人 性 标 景 波动 方程 Relativistic wave equation(scalar), $ 2a 
HEM Interaction potential § 15 
相似 变换 ”Similarity transformation, $ 28a 
相 积 分 Phase integral, $27 
相 移 Phase shift, § 23c 
机 速度 Phase velocity, $1 
VAegn XC) Hamiltonian function(classical), $11, 847 
WWE Hamiltonian matrix, § 16, § 29 
哈密 顿 算 符 Hamiltonian operator, § 11, 812 
奏 密 顿 算 符 的 对 称 性 Symmetry of Hamiltonian operator, $35 
测 不 淮 关 系 Uncertainty relation, $ 35, 85, 86 


十 xl 


ZRH Einstein, A., § 4, Ifi [A-1] 

FPA Airy functions, § 268 

ùy Centrifugal force, 8 18e 

能 量 守 恒 Conservation of energy, § 5, $13 

WES AIEii Energy eigenvalues, § J6, § 18c. 8 285, 8 29a 
EErEE Energy shell, § 30 

流 密度 Current density, $7, $13, § 20 

透射 系数 ”Transmission coefficient, § 41 

高 斯 分 布 Gaussian distribution, § 3b, §40 

高 斯 分 布 的 方差 Variance of Gaussian distribution, § 3e, $4 
格林 公式 Greens formula, $7, $12 

wg p Fermions, § 35, $38 

费 密 统 计 法 Fermi statistics. § 35 
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$5 3X 187^ "Golden rule"of Permi, $30 

RoE dE] Heisenberg, W., § 160, § 37 

WeZRIRODTÓIEEXIR Heisenberg uncertainty relation, §5 
莫 脱 Mott, N. F:, $38 
Eki Sommerfeld, A., §18f JU P iE, 818b 页 下 注 , $94 页 下 注 
气 光 谱 Helium spectrum, $37 

所 原子 Helium atom, $37 

氮 原 子 的 龙 态 ”Ground state of helium atom, $37 
热传导 Heat conduction, $ 2b, $10 

ip Matrix element, $16, § 28 

ERE Matrix representation, $ 165, c 

BAe Nuclear spin, $29, 附录 [A-3] 

X ENERGY RE Statistics of nuclear spins, $39 


十 一 划 
IME Spherical polar coordinates, 8 18a 
球 坐 标 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 Laplacian in spherical coordinates, $ 18a 
GRO Hte bob füzif hos à Components of angular momentum in 
polar coordinates, $ 45 
RER PRAM- RDA Ei Separation of hydrogen atom in spheri- 
cal coordinates, $ 18a 
《 球 ) 谐 多 项 式 Harmonic polynomial, 8 43 
IRH Spherical harmonics, $185, 8 31, 839, § 43 
球 谐 函数 的 当 一 化 Normalization of spherical harmonics, $185, § 43 
球 谐 函 数 的 积分 表示 Integral representation of spherical harmonics, 
l $ 45 
球 谐 函数 的 微分 方 种 ”Differential equation for spherical harmonics, 
$ 18a, b, 8 43 
球 谐 函数 的 递 推 公式 ”Recursion formula for spherical harmonics, 
. $48 
基本 解 ， 参见 初 值 问题 “Fundamental solution. See initial value prob- 
lem 
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HAt Golden rule, $ 20 

和 粒子 速度 Particle velocity, § 1 

条 子 流 密 度 Particle current density, § 20 

HTHH Interaction between particles, $14 

KJE Transition probability, $ 30 

渐 近 级 数 Asymptotic series, § 17f, $27 

“Hye” "Hidden variables", 附录 LA-11 

谐振 子 的 选 样 定 则 Selection rule for harmonic oscillator, $ 16e 
iTr Matrix element of harmonic osciliator, $ 16 
谐振 子 的 矩阵 力学 Matrix mechanics of harmonic oscillator, § 16c 
谐振 子 的 给 险 法 Matrix method of harmonic oscillator, § 16e 
混合 情况 Mixture, $6 

BEE Spinor, 831 

3H HM Fresnel integral, $ 10 

勒 计 德 多 项 式 Legendre polynomials, $ 185, c, § 22, 8 24 

维 里 定理 ”Virial theorem, § 13 

HERREN Wigner, E. P., 834 Jtr iE 


To 
散射 中 心 Scattering center, $ 23a 
散射 波 Scattered wave, $19, $20, $24 
散射 问题 的 新 近 解 Asymptotic solution of scattering problem, $ 19, 
$20, 8 23a 
散射 截面 “Scattering cross section, $ 20, § 23b 
期 待 值 Expectation value, $4, $12, $13 
程 函 方程 Eikonal equation, $ 27 
BLAAR Integral representation of hypergeometric 
l function, $ 17e 
HEMER Hyperfine interaction, 附录 CA-31 
傅 里 时 积分 (变换 ) Fourier integral (transformation), 83, $8 
斯 塔 克 效 应 (一 级 ) Stark effect(first order), $184 
Hm Wentzel, C., 827 页 小 广 
 id6 >» 


4 


2, E, MZE WKB method, 827 


+=} 
辐射 的 边界 条 件 Radiation boundary conditions, § 24 
wte Collision processes, 第 六 章 
微分 截面 Differential cross section, § 32b, $ 38 
Honig Differential scattering cross section, § 20, § 23b 
微分 算 符 ”Differential operator, § 2a, $31 
TRILERYE Perturbation theory, § 16b, $24, $ 28b 
AHM tik Continuous spectrum in perturbation theory, 
$30 ; 
微 扰 理论 中 的 简 并 性  Degeneracy in perturbation theory, 8 29c 


微 扰 理 论 的 矩阵 表示 Perturbation theory in matrix representation, 


§ 29 
群 论 Group theory, § 34 
Wi Group velocity, $1 
频谱 Freguency spectrum, § 3b 
频谱 分 析 Spectral analysis, $35 
量子 论 的 几率 本 性 Probabilistic nature of quantum theory, #3 
[A-1] l 
要 加 原理 Superposition principle, § 4, § 12 
零点 能 Zero-point energy, $15, §16 


十 四 一 十 六 划 


碱 ( 金 属 ) 原子 Alkali atom, $18d 

磁场 Magnetic field, 811, § 12, 813, § 17a, § 18d, § 33, § 35 

磁场 中 的 粒子 Particle in magnetic ficld, $ 11 

磁场 中 两 电子 的 哈密 顿 算 符 ”Hamiltonian operator for two electrons 
in a magnetic field, 8 35 

žar Hertz dipole, 8 24 

Rx Tunnel effect, $27, § 41 
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德 布 罗 意 de Broglie, L., $1, 附 菜 [A-1] 

WEGE Saddle poini method, $265 

Sig ik Method of images, § 40 

BEES  Schradinger, E., 8 11, 815, § 17e, 附录 [和 -1 

BEETS 7; F& C Li x ERO Schrödinger equation, $13, $15, § 16b, 
8 18a : 
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